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BREVE TRATTATO

D ELLE
SEZIONI CONICHE.

===3|1. Antichi Geometri, do-
4| po efferfi avvifati, che
non tutti i problemi geo-
metrici pofleno rifolver(:
4 colla linea retta,e colla
- ' linea circolare, penfaro-
no ad altre linee pid compofte, di cui
fi poteffle far ufo nella ritoluzione di
coloro, che fono di grado fuperiore ;e
le prime , che ad efli i prefentaroro,
furono la parabola, I'elliffe, ¢ I' iper-
bole , che chiamarono fezioni coniche,
perché le derivarono dalla varia {ezio-
ne di quel folido, che chiamali cono .
Di queite tre curve, dopo molt altri,
tratto diftefamente Apollonio , con ren-
dere altresi piu univerfale la maniera,
con cui, prima deducevanfi dal cono ;
ma noi in quefto breve Trattato cire-
firingeremo alle proprieta loro principali,
a cui daremo principio,con far vedere,
come ricavanfi dal cono , e quale fia

L indole di ciafcuna di effe.
A 2 §. L.




1 BREVE TRATTATO

§. L

Del modo di dedurve le tre curve dal
cono e dell'indole della prima,
chiamata parabola .

2. He s’intende da Geometri per

cono, e guali fiano le fue {pe-
cic, fu a baftanza da noi {piegato ne-
gl Eiementi deila Geometria folida ; o-
ve {1 avvertl parimente , che ficcome
la fezione fatta per un piano, che pat-
fa per lo vertice del cono  dee effere
triangolo, cosi ' altra fatta per un pia-
no parallelo alla {ua bafe (ia cerchio .
Ma pud fegarli il cono per un piano,
che né paffi per lo vertice, né fia pa-
rallelo alla fua bafe ; onde , fecondo
la varia {ua inclinazione fulla bafe del
cono , [ avranno nelia fuperficie coni-
ca le tre curve, che chiamanfi parabo-
Ia, eliiffe, ed iperbole.

3; Qualunque fia la curva, che fe-
gna nella fuperficie conica il piano f{e-
cante, fe in effa ritrovii una retta ,
che divida per meta tutte le gette pa-
rallele , terminate alla fteffa curva , fi
dira clla efiere fuo diametro ; e {2 |a
medelima retta divida quelle rette pa-
rallcle, non {olo per metd, ma ancora
ad angolt retti, fi dara ad effa il no-

me
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me di.afle . Conforme poi quel punto,
in cui I affe , o diametro incontraf:
colla curva, i chiamera fuo vertice ;
cosi le metd di quelle rette paralicle
{i diranno eflere fue ordinate.

Or ciafcuna delle tre curve, che
deduconfi dal cono , ha non unc, ma
infinitt diametri , e tra di efli incon-
trafl eziandio quello , a cui dee darii
il nome di aff: . Per dedurle intanto Fig.
dal cono col loro affe, fia il cono 1.
P QDR che abbia per bafe il cer-
chio QD E, per vertice il punto P,
e per afle Ia retta PS. Facciall aﬂ'a-
re per quelt’ afle PS il piano P QR
in modo , che ancora ne! cono f{caleno
infifta perpendicolarmente fulla {fna ba-
fe QD E; e ficcome la fezione, fatta
rel cono per mezzo di quefto piano ,
dec ellere triangolo , cosi la QR fara
diametro della bafe del cono QDE.

s. Seghifi in appreflo lo fteffo cono
talmente per " altro piano ADE, che
la retta D E , in cui egli s incontra
colla bafg QDE fia perpendxcolqre ful-
la QR ; ed io dlCO, che la AF, co-
munc fezione di quelY altro piano col
piano del triangolo PQ R, {ia non fo-
lo diametro, ma affe altresi delia cur-
va D AE, fegnata da queft altro pia-
no nella fuperficie conica . Per dimo-
ftrarlo , prendafi nella AF un punto

A 3 N ad
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N ad arbitrio, e per efflo conducali il
piano GMO parallelo alla bafe del cono
QDE, di cui fia GH la comunz (e-
zione col piano del triangolo PQR ,
ed MO la comune fezione col piano

ADE.

6. Poiché¢ dungque il piano GMO
¢ parallelo alla bafe del cono QDE;
la fezione, fatra da eflo nello fteflo co-
no, fara {imilmente cerchio, di cui la
GH fara diametro . Ma , per effere
parallele; cosi le due DE, MO, co-
me le due QR ,G H, ancora la MO
dee eflere perpendicolare fulla G H .
Dunque fara divifa per meta, tanto la
D E nel punto F, quanto la M O nel
punto N ; e per tanto,terminandofi le
duve DE, MO alla curva DAE |, la
AF, che le divide per meta ,f{ara dia-
metro della ftefla curva.

Effendo poi il piano del trian-
golo PQR perpendicolare alla bafe
del cono QDE ; la DE , come per-
pendicolare fulla QR, che & la comu-
ne loro fezione, fard perpendicolare al-
tresi al piano del triangolo PQR .
Onde , giacendo la AF in quefto fteflo
piano , fara tanto la D E, quanto la
fua parallela MO perpendicolare fimil-
mente fulla AF; e per tanto la AF,
dividendo le due D E, M O, non folo
per meta, ma ancora ad angoli retigi >

ara
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far: affz altresi della curva DAE.
3. Or I’ affe della curva DAE ,
fecondo la diverfa inclinazione del pia-
no fecante A DE fulla bafe del cono
QD E, conforme pud effere parallelo
all’altro lato PQ del triangolo PQR ,
cos1 potra con eflo incontrarfi, tanto
al di {otto, quanto al di fopra del ver-
tice P. Onde, per quefti tre cali, che
poffono avvenire, la curva prendera tre
forme diverfe; e fi chiamard parabola
nel primo cafo , elliffe nel fecondo ,
ed iperbole finalmente nel terzo,

9. Per incominciare dalla parabola,
in cui 'affe AF ¢é parallelo all altro
lato P Q_ del triangolo PQR , la fua
proprieta fi ¢ , che li quadrati delle
due ordinate DF ;, M N fiano , come
le porzioni dell’affe AF, AN, prefe
dal {uo vertice A, ecorrifpondenti alle
fleffe ordinate.In fatti, attenta la pro-
prieta del cerchio, li quadrati delle due
ordinate DF, M N {ono,come il ret-
tangolo delle due QF, R F al rettan-
golo delle due G N, HN . Ma quetti
due rettangoli , per effere eguali hi lo-
ro lati QF, GN, fono nella fempli-
ce ragione di RF ad HN, o pure di
AF ad AN. Dunque ancora li qua-
drati delle due ordinate DF, M N fa-
ranno, come AF ad AN.

10, Quindi, fe la AC fia di lun-

A 4 ghez-
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Fig. ghezza tale , che il quadrato di ma

2. delle due ordinate, come della DE,
fia eguale al retrangolo della AC ndlia
porzione dell’ affe ad effa corrifpond:r-
te AF; chiaro i ¢&,che ancora il q1a-
drato dell’ altra ordinata M N debba
effere eguale al rettangolo della [tella
AC nella porzione dello fteflo affe AN,
che corrifponde a quet’ altra ordinata.
E poich¢ fecondo la A C dee gindicarfi
della lunghezza dell’ ordinate relativa-
mente alle corrifpondenti pcrziani dell’
affe 5 quindi i ¢ , che fiafi dato alk
AC il nome di parametro , che fuol
fituarfi nel vertice dell’affe AF in fito
parallelo alle fue ordinate.

11. Con rette intanto dello fteflo
¢ono , puo determinari la lunsghezza
del parametra A C . Tirii percid nel
piano del triangolo PQ R la AT pa-
rallela alla ‘R Q; ed io dico , che ie
tre PI, AT, AT fiano continuamen-
te proporzionali . In fatti , effendo il
quadrato della DF eguale, cosi al ret-
tangolo delle due QF, RF, come al
rettangolo delle due A C , AF; fard
AF ad RF, come QF, o fia AI ad
AC. Ma AF fta ad RF , come PI
ad Al . Dunque fara ancora PI ad
Al, come Al ad AC . Con maggior
compendio perd potrd determinarfi lo

ftello parametro , fe facciali I' angolo
AIK
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A 1K eguale all’ angolo FAR ; poi-
ché , incontrandofi la IK coll'afle AF
nel punto K, fi faranno eguali le due
AC, AK; pereffere Al ad AK e-
ziandio nella ragione di PI ad AT.
12. Del rimanente niente vieta, di
prolungare la retta, che defcrive Ia fu-
perficie conica, al di fotto del cerchio
QD E; col quale prolungamento fi di-
ftendera piu oltre, tanto il cono, quan-
to la fua fuperficie conica . Onde, fe
dentro del cono prolunghifi parimente
il piano fecante AD E, ancora la pa-
rabola DA E, ed il fuo affle: AF, ri-
ceveranno eftenficne maggiore. E poi-
che I’ ordinate , con allontanarfi mag-
giormente dal vertice A , acquillano
fempre pidi maggior lunghezza; quinai
fi &, che la parabola , con diltenderfi
piti oltre , fi difcofti fempre piu dal fuo
affe , e fi aumenti in confeguenza la
fua ampiezza.
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§. II.
Dell’ indole della feconda curva, che

ricavafi dal cono | chiamata

elliffe .

13- ] )Er paffare ora all’elliffe, in cui

~ Pafle AF incontrafi coll’altro la-
to P Q del triangolo PPQR al di forto
del vertice P chiaro fi &, che fe di-
ftendali pilt oltre, tanto il cono, quan-
to il piano fecante, I’ elliffe chiuderd
fpazio; e facendofi il riferito incontro
nel punto B, fara AB il fuo aff: to-
tale, di cui in confesuenza due ne fa-
ranno li vertici . La {ua proprietd poi
fi ¢, che liquadrati delle due ordinate
DF, MN fiano , come li rettangoli,
fatti dalle porzioni dell’ afle totale ,
prefe dalli due vertici, e corrifpondenti
alle fteflfe ordinate, ciod, come il ret-
tangolo delle due AF, BF al rettan-
golo dell’altre due AN, BN.

14. In facti , atrenta la proprietd
del cerchio, li quadrati delle due ordi-
nate DF, MO fono, come i] rettan-
golo delle due QF, RF al rettangolo
dell’altre due G N, HN. Ma quetti
due rettangoli fono in ragion compofta
.diQFaGN,ediRFadHN;o
pure in ragion compofta di BF a BI\{iz

¢ dt
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e di AF ad AN . Dungue , effendo
in quefta ftefla ragion compofta ezian-
dio il rettangolo delle due AF , BF
al rettangolo dell’ altre due AN, BN,
faranno li quadrati di quelle due ordi-
nate fimilmente , come quefti due ret-
tangoli.

15. Quindi, fe J]a A C parallela all’ Fig.
ordinate DF , M N fia di lunghezza 4.
tale , che il quadrato di una di efle
DF fia al corrifpondente rettangolo del-
le due AF, BF, come AC ad A B;
chiaro fi ¢, che nella fteffa ragione di
A C ad A B d:bba effere altresi il qua-
drato dell’ altra ordinata M N al ret-
‘tangolo dell’altre due AN, BN, che
ad efla corrifponde . E poiché, congiun-
gendofi la B C, ed incontrandofi con
effa una dell’ ordinate, come la M N,
nel punto V , il rettangolo delle due
AN, NV fta al rettangolo dell’ altre
due AN, BN, come NV a BN,
o pure come AC ad A B; chiaro an-
cora {i &, che il quadrato dell’ ordinata
M N debba effere egunale al retrangolo
delle due AN, NV.

16. Quantunque poi nell’ elliffe il
quadrato dell’ordinata MN, come eguale
al rettangolo delle due AN, NV, fia
minore del rettangolo ,fatto dalla A C
nella corrifpondente porzione dell’ afie
AN ; pure per mezzo della A C dee

A 6 giu-



12 & BREVE TRATTATO
giudicarfi della lunghezza dell’ ordinase
relativamente alle porzioni dell’afle , che
ad efle corrifpondono ; poiché, {e bene
il quadrato dell’ ordinata MN fia pro-
Priamente eguale alrettangolo delle due
AN, NV, nientedimeno la NV, che
terminali alla BC , riceve la fua de-
terminazione dalla AC; e quindi f1¢,
che ancora nell’ elliffe fiafi dato alla
A C il nome di parametro .

17. Con rette intanto dello feflo
cono puo determinarfi la Junghezza del
parametro AC. Tirinfi percid per gli
vertici A, e B dell’ affe A B le retre
A I, B L parallele alla QR che s'in-
contrino colli due lati PQ, PR del
triangolo P QR ne’punti I, ed L: ed
10 dico , che faranno proporzionali le
quattro rette AB, BL , AI, AC :
dimodoché il rettangolo dell’ affe A B
nel parametro A C, che appellafi figu-
ra delio fteflo affe, fara eguale al ret-
tangolo delle due parallele AI, BL
tra le quali rimane comprefo il mede-

fimo affe.

18. N¢ cid @& difficile a dimoftrarfi.
Imperocche , eflendo il quadrato dell’or-
dinata DF egunale al rettangolo delle
die QF , RF , fara AC ad AB,
come il rertangolo delle due QF, RF
al rettarigolo dell’ altre due B F, AF,

ed in confeguenza in ragion compoita
di
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di QF, a BF,edi RF ad AF; o
pure in ragion compofta di Al ad AR,
e di BL alla ftela AB. Ma in que-
fta {tefla ragion compofta fta ancora il
rettangolo delle due AT, BL al qua-
drato della A B. Dunque fara AC ad
A B, come quefto rettangolo a quefto
quadrato ; e per tanto effendo A C ad
AB,come 1l rettangolo delle due AC,
A B al quadrato della AB , fara il
rettangolo delle due A C, A B eguale
al retrangolo dell’ altre due AL, BL.
19. Con maggior compendio perd
potra determinarfi la lunghezza del pa-
rametro AC, fe facciafi 'ansolo AIK
eguale all’angolo F A R ; poiché, incon-
trandofi la I K coll’afle A B nel punte
K, i faranno egnalt le due AC, AK.
Ed in fatti { ficcome coll’ vgnaglianza
di quelli due angoli fi fanno equiargo-
li tra di loro 5 due triangoli ALK,
BAL; cosi, per effere A1 ad A K,
come AB a BL, fara il rettango-
lo delle due AI , BL cguale al ret-
tangolo dell’ altre due AB, AK .
Ma il primo di quefti due rettangoli
fi & dimoftrato egnale alrettangolo del-
le due AB, AC. Dunque, dovendo
effere I' altro ancora eguale a queflo
flello rettangolo, faranno eguali le due
AC, AK.
©20. Attenta quefta maniera di de-
rer-



Fig.

14 BREVE TRATTATO
terminare la lunghezza del parametro
A C, chiaro fi é, che nellelliffe, rica-
vata dal cono reito, l'affe AB fia fem-
pre magsiore del fuo parametro A C;
poiché cflendo in queflo cono eguali li
due lati PQ , PR del triangolo PQR,
fara I"angolo A IB fempre masggiore
dell’angolo ALK . Ma, fe il cono fia
{caleno, ficcome in effo fono difuguali
li due lati PQ, PR ; cosi I’ angolo
A I B potra eflere non folo magziore,
ma ancora minore dell’ angolo AIK ;
e per tanto eziandio I'affe AB potra ef-
fere , cosi maggiore, come minore del
fuo parametro AC.

21. Nieate perd vieta, che nel co-
no fcaleno faccianfi talvolta eguali li
due angoli AiB, AIK; ma in que-
fto cafo , facendofi I affe AB eguale
al fuo parametro AC, fard il quadrato
deli’ ordinata DF eguale al rettansolo
delle due corrifpondenti porzioni dell’
afle A F, FB, onde I’ ellifle fi cam-
biera in circonferenza di cerchio. Ve-
deli inranto,che cid dee avvenire , qua-
lora il piano fecante A D E inclinafi
talmente fulla bafe del cono f{caleno
QDE, che faccianli eguali Ii due an-
goli PAF, PQF; e la fezione, farta
nel cono con quefta legge, chiamafi da
Geometri {ezione fubcontraria.

22. In fatti, effendo eguali li due
an-
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angoli PAF , PQF , faranno eguahi
ancora glaltri due RAF,BQF; on-
de , facendofi equiangoli li due trian-
goli AFR, QFR, fara AF ad RF,
come QF a BF ; e per tanto il ret-
tangolo delle due QF, RF fard egua-
le al rettangolo dell’ altre due AF ,
BF . Ma, per eflere cerchio la bafe
del cono QDE, il quadrato della DE
¢ eguale al retrangolo delle due QF-,
R F. Dunque lo {teflo quadrato fara e-
guale altresi al rettangolo dell’altre due
AF, BF; ed in confeguenza il punto
D fard nella circonferenza del cerchio,
che ha per diametro la AB..

23. Effendo poi il quadrato dell’or-
dinata DF al quadrato dell’altra M N,
come il rettangolo delle due AF , BF
al rertangolo dell’ altre due AN, BNj
ancora il quadrato della M N {ara e-
guale al rettangolo delle due AN, BN;
onde eziandio il punto M fard nella
circonferenza del cerchio , che ha per
diametro A B. E poiché lo f{teflo dee
avvenire ad ogn’ aluro punto della fe-
zione f{ubcontraria ; percid la {czione
fteffa non f{ara diverfa dalla circonferen-
za del cerchio, defcritto fulla AB co-
me diametro .,

§.II1.
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§. IIL

Dell indole della terza curva, che
vicavaft dal cono, chiamata

iperbole

Fig, 24.leane finalmente I’iperbole , in

6. cui 'affe AF incontrafi collal-
tro lato P Q del triangolo P QR al di
fopra del vertice P nel punto B. Ma,
ficcome queita curva, con prolungare
tanto il cono, quanto il piano fecante
eftendefi all’ infinito a fimiglianza della
parabola; cosi in effa incontrafi cid di
{peciale , che dalla parte oppofta ne
riceve un’ altra fimile, ed eguale, che
confiderate infieme chiamanfi iperboli
oppoflte.

25. Ed in fatti la retta, che defcri-
ve la fuperficie conica, pud prolungarfy
ancora al di fopra del vertice P; onde
colla {tefla retta cosi prolungata nel
mentre , che deflcrivefi il cono al dj
fotto del vertice P, fe ne defcriverd
un’ altro al di fopra, interamente oppo-
fto al primo, onde fi ¢, che appellanf;
coni oppotli . Se adunque il piano fe-
cante A D E prolunghifi ancora al di
fopra , dimodoché feghi parimente il
cono oppofto,fi fegnera nella fuperficie
di queit’ altro cono un’altra iperboleh,

Ciig
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che fard non folo oppofta , ma fimile
altresi, ed eguale alla prima.

26. Conforme pot I’ affe AB i fa
comune alle due iperboli oppolte, cosi
la lunghezza dieflo rimane determina-
ta dalle ftefle iperboli ; il quale percio,
a fimiglianza di quello dell' ellifle, fi
ritroverd avere due vertici , che {ono
i due punti A, e B . Ma egli ¢ da
rotarfi, che rimanendo I’ affe AB rac-
chiufo tra le due iperboli oppofte, I'or-
dinate in ciafcuna di efle {fono applica-
te propriamente ful di lui prolungamen-
$0; e da cid deriva il divario tra l'el-
liffe , e I’ iperbole , le quali a prima
faccia fembrano avere per rapporto all’
ordinate dell’ affe la ftefla proprieta.

25, Ed in vero ancora nell iperbo-
le }i quadrati delle due ordinate DF ,
M N fono tra di loro,come }i rettan-
goli, fatti dalle perzioni dell afle, prefe
dalli due vertici , e corrifpendenti alie
fteffe ordinate, cioé¢, come il rettangolo
delle due porzioni AF,BF al rettan-
golo dell’altre due AN, BN ; la qua-
le proprietd ha lnogo, non folo fe am-
bedue |’ ordinate DF, M N prendanfi
in un’ iftefla iperbole , ma eziandio fe
pna di effe prendafi in una delle due
iperboli , e I’ altra nella fua oppofta.

28. La dimoflrazione di una tal pro-
pricta ¢ fimile a quella dell’ elliffe 3

pot-
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poiche¢ , effendo li quadrati delle dne
ordinate DF,M N, comz il rettango-
lo delle due QF, RF al retrangolo
dell’ altre due G N, H N ; |i medefi-
mi f{aranno in ragion compofta di QF
a GN, edi RF ad HN ; o pure in
ragion compofta di BF a BN , e di
AF ad AN .Ma in quefta teffa ragion
compofta {ta ancora il rettangolo delle
due AF, BF al rettangolo dell’ altre
due AN, BN. Dunque , come fono
tra di loro quefti due rettangoli , cosi
faranno altresi li quadrati delle due or-
dinate DF, M N.

29. Quindi , fe la AC parallela
all’ ordinate EF, M N fia di lunghez-
za tale, che il quadrato di wna di effe
DF fia al corrifpondente rettangolo delle
due AF, BF nella ragione di AC ad
A B chiaro {i ¢, che nella ftefla ra-
gione di A C ad A B debba effere al-
tresi il quadrato dell’ aitra ordinata
M N al rettangolo dell’altre due AN,
BN, che ad effo corrifponde. E poi-
ché¢, congiungendofi la BC, ed incon-
trandoli con efla una delle due ordina-
te, come la MN, nel punto V | il
rettangolo delle due AN, NV fta
al rettangoio dell’ altre due AN, BN,
come NV a BN, o pure come AC
ad A B.; chiaro ancora fi ¢, che il

quadrato dell’ ordinata M N debba ef-
| fere
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fere egnale al rettangolo delle due AN,
NV.

20. Quantunque poi nell'iperbole il
quadrato dell'ordinata MN, come eguale
al rettangolo delle due AN, NV, fia
maggiore del rettangolo, fatto dalla AC
nella corrifpondente porzione dell affe
A N ; pure per mezzo della AC dee
giudicarfi della lunghezza dell’ ordinate
relativamente alle porzioni dell’ afle ,
che ad efle corrilpondono ; poiché, fe
bene il quadrato dell’ ordinata MN fia
eguale propriamente al rertangolo delle
due AN, NV, nicntedimeno la. NV,
che terminafi alla BC , riceve la fua
determinazione dalla A C ;® quindi
fi ¢, che ancora nell’ iperbole fiafi da-
to alla AC il nome di parametro.

31. Eziandio nell’ iperbole pud de-
terminar{i la lunghezza del parametro
A C con rette dello fteffo cono . Tirinft
percid per gli vertici A, e B deil’ afle
AB le rette Al , B L parallele alla
Q R , che s incontrino colli due lati
P Q,PR del triangolo P QR ne’punti
I, ed L; ed io dico,che faranno pro-
porzionali le quattro rette AB, BL,
Al , AC, dimodoche il rettangolo
dell’ affe A B nel parametro AC, che
appellafi figura dello fteflo affe , fara
esuale al rettangolo delle due parallele

Al,



20 BREVE TRATTATO
AI,BL, tra le quali rimare compre-
fo il medefimo affe.

32. La dimoftrazione di ¢id ¢ fimi-
le a quella fatra nell’ clliffe . Imperoc-
ché, effendo il quadrato dell’ ordinata
DF eguale al rettangolo delle due QF,
RF, fara AC ad AB ; come il ret-
tangolo delle due QF, RF al retran-
golo dell’ altre due BF, AF; ed in
confeguenza in ragion compofta di QF
aBF ,edi RFad AF, o pure in
ragion compofta di AI ad A B, e di
BL alla fteffla A B.Ma in quefta fel-
fa ragion compofta fta ancora il rettan-
golo delle due AI , BL al guadrato
della. A®. Dunque fars AC ad A B,
come queflo rertangolo a quefto qua-
drato ; e per tanto , effendo A C ad
AB, come il rettangolo delle due AC,
A B al quadrato della AB , fard il
rettangolo delle due AC , AB egua-
le al retrangolo dell’ altre due AT ,
BL.

33. Ancora nell’ iperbole con mag-
gior compendio potrd determinarfi la
lunghezza del parametro AC , fe fac-
~ciali I"angolo A I K eguale ail’ angolo
F AR ; poiche, incontrandofi la IK
coll’affe A B nel punto K , fi faranno
eguali le due AC, AK. Ed in fatri,
conforme per I' uguaglianza di quelli
due angoli, fi fanno equiangoli Ii due

tri-



DELLE SEZIONT CONICHE . 2t
triangoli AIK, BAL; cosi, per ef-
fere ATl ad AK, come AbaBL,
fara il rettangolo delle due AI , BL
eguale al retrangolo dell altre due AB,
AK. Ma il primo di quefti due ret-
tangohi i é dimoftrato eguale al ret-
tangolo delle due A B, A C. Dunque,
dovendo effere aicora I’ altro eguale a
quefto f{teflo rettangolo, {aranno eguali
le due AC, AK.

34- Notifi qui intanto, che ancora
nell’ iperbole I affe AB pud eflere mag-
gore, minore, ed eguale al {uo para-
metro A C; e nel cafo dell’'ugnaglian-
za | iperbole chiamaft equ:latera , per
effere ecuali i lati, che contengono Ia
figura del fuo affe . Ma , per poterQ
fare cguali 1" afic AB , ed il {uo pa-
rametro AC, i ha bifogno di due con-
dizioni, cioé, che il trnngo!o PQR
fia rettangolo in P, e che il piano {e-
cante A D E s incontri talmente colla
bafe del cono QDE , che I' angolo
AFR fia imImente retto; poich¢ con
queite due condizioni i due triangoli
AIB , AIK i tanno perfettamente
eguali; onde I’ affe A B fara ecuale al
fuo parametro AK, o fia AC.

B Dol rimanente | pit antichi Geo-
m:tri, a cu! era noto 11 {olo conorets
to , per dedurre da tal cono le riferite
tre curve, davano {empre al piano fe-

canie
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cante pofizion: tale,chz infifte(e ad an-
goli rerts {ul lato PR del triangolo PQR;
onde per ciafcuna di effe avevano bt-
fogno di un cono retto f{peciale , cioe
del rattangolo per la prima , dell acu-
tangolo per la feconda, e dell'ottufan-
golo per la terza 3 le quali tre fpecie
di cono retto diftinguevanli da efli per
I’ angolo Q PR d:llo fteffo triangolo ,
che pud effere retto, acuto, ed ottufo.
26, Quindi denom'navano ciafcuna
delle tre curva col nome del cono ,
da cui la ricavavano , cio? , con chia-
mare la prima fezione di cono rettan-
golo, la feconda fezione di cono acu-
tangolo, e la terza fezionz di cono ot-
tufangolo . Ma conobbe Apollouio, po-
terfi dedarre le tre curve da qualifia
cono , non meno retto , che fealeno;
e non potendo pill comperere ad efle
li nomi di prima, furono dal medefimo
chiamate parabola, elliffe , ed iperbole
per la loro propriera, di eflere il qua-
drato di ciafcuna ordinata nella prima
eguale, nella feconda minore, e nella ter-
za maggiore del rettangolo, fatto dal

parametronella corrifpondente porzione

dell’ afle.

§.IV.
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§. IV.

Del modo di defcrivere nel prano
cos? la parabola , come [elliffe,
e I iperbole .

2, SPiegata la maniera di dedurre
dal cono la parabola, l'elliffe,
e I'iperbole, e dilucidata altresi I in-
dole di ciafcuna di efle; pafleremo ora
a far vedere, come le itefle curve pof-
fano defcriverfi nel piano , per dimo-
ftrare piu facilmente nel piano fteflo
}’ altre loro affezioni. E per mcomin-
ciare dalla parabola , contorme la fua
proprietd per rapporto all’ affe i &, che
il quadrato di gualfifia ordinata f[ia e-
guale al rettangolo del parametro nella
porzione dell’ afle , prefa dal vertice ,
e corrifpondente alla ftefla ordinata |
cosi, fe fia dato I’ afle infieme col pa-
rametro , potra defcriverfi la parabola
nel modo feguente.
38. Sia AB |’ affe della parabola , Fig.
e fia AC il {uo parametro, fituato tal- 8.
mente nel vertice A , che infita full
afle ad angoli retti. Tirili per lo pun-
to C la CD parallela all’ affle AB, e
nel mentre , che la riga A X aggirafi
intorno al vertice A, con portarfi dal-

la AC verfo I’ affe AB , conducafi I

altra
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aitra FZ verfo la CD in modo , che
reti fempre parallela alla ttefla CD .
Faccianfi di poi li moti di quelt: due
righe con legae tale, che fiano {empre
eguali {e porzioni CE , AF | che le
medefime tagliano dalle due CD, AC;
ed 1o dico, che col continuo interfega-
mento delle {teffc righe i abbiano It
puntt della parabola, che {i dimanda.

29.  Per dimoftrarlo, fia M un pun-
to del loro interfegsamento , da cui fi
abbaiii foll’ affle A B la perpendicolare
M N . Edendo adunque eguiangoli li
due triangoli ACE , MNA , fard
AC a CE,come MN ad ‘XN Ma,
per eflere la AF eguale,cosi alla CE,
come alla M N | fono. esuali le due
CE, MN. Dunqm~ fard altress AC
ad M N, come MN ad AN. Onde,
facendofi il quadrato della M N eguale
al rertangolo del parametro A C nclia
porzione dell’ affe AN, fard la M N
ordinata dello fteffo affe ; € per tanto
il fuo termine M fara uno de’ punti
della parabola ricercata.

40. Da quefta ftefla defcrizione ri-
cavafi , che la parabola non folo fia
d’ infinita eftenfione , ma altresi che
tanto piv {1 difcofti dall’ afle AB,
quanto maggiormente allontanali dal
vertice A . Conforme poi , gxungendo
la rlga A X colla fua rivoluzione mfl

afle
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affe AB, 'altra FZ [ifa infinitamen-
te diftante dallo fteflo affe; cosi, con-
tinuandoft quella ad aggirare intorno
al vertice A, dovrd fari la diftanza
dell’ altra dal medefimo afle pid che
infinita, cio¢ negativa ; onde {i ¢, che
debba ella ritornare verfo ! afle dal la-
to oppoito ; col quale ritorno, inrerfe-
gandofl tutta via le due righe , fi de-
feriverd I altra metd della parabola ,
che fi congiungera colla prima nel ver-
tice A,

41. Vedell intanto, che non fia in
noltro potere di fare , che la prima
meta della parabola abbia I intera {ua
cltenfione, per la ragione, che le por-
zionl eguali CE | AF | con cui deb-
bonfi regolare li moti delle due righe,
aumentan{i continnamente a fegno ta-
le , che finalmente diventano di una
lunghezza infinita. Onde , dopo efferfi
data a quella prima metd I'eftenfione,
di cui i ha bifogro, potra darfi all'al-
tra meta un’ eftenfione confimile , con
trafportare le due righe dall’ altro lato
dell’ affe AB, e con prendere le por-
zioni eguali {ulle due CG, AH, che
fiano a dirittura coll’ altre due C D,
A C, per regolare li loro moti dall’ al-
tro lato.

42. Dalla medefima defcrizione pof-

fono dedurfi due confeguenze. La pri-
Tom. 111, B ma
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ma fi &, che quallilia retta, tirata pa-

rallela all’affe A B, debba in ogni di-
{tanza dallo fteflo afife incontrarfi colla
parabola , e farfi I incontro in un {ol
punto. L’altra {i ¢, che gualfifia rerra,
tirata dal vertice dell’afle AB in mo-
do, che formi angoio acuto collo fteflo
afle , debba incontrarfi di nuovo colla
parabola , e farfli eziandio in un fol pun-
to queft’altro incontro. Anzi dalla flef-
{a defcrizione potra dedurfi altresi, co-
me debbafi definire il punto dell’ in-
contro , cosi dell una, come dell’ altra
retta.

43. Per quanto poi all’ ellifle, con-
forme la fua proprieta per rapporto all’
affle i ¢, che il quadrato di qualfifia
ordirata f1a al rettangolo delle cue
porzioni dell’ affe, prefe dalli dve ver-
tici, e corrifpondenti alla fteffa ordira-
ta, come il parametro allo f{teflo afle

cosi, {e fia dato il fuo afle infiemre col

parametro , potra ella deferiverlt nel
modo feguente . Sia A B [ afle deli'el-
liffe, che fi dee defcrivere, e ia AC
il fuo parametro, fituato talmente nel
vertice A, che infifta {ull’ afle ad an-
goli retti.

a4. Tirili primieramente la CD pa-
rallela all’affe A B, ed intorno ai due
vertici A,e B dello fteflo afle aggi:ni
le due righe AX, BZ, portandofl: ia

Tli-
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prima di effe AX dalla AC verfo lafle
AB, ¢ la feconda BZ al contrario dall’
afe AB verfo la € D. Faccianfi di poi
ie rivoluzioni di quefte due righe in
modo, che fiano fempre cguali le por-
ziont CE, AF , che le medelime ra-
gliano daiie due CD, AC;ed 10 dico,
che coll'inter{fegamento continuo di que-
fle ftefle righe abbianfili punti dell el--
liffe, che i dimanda . Per dimoftrarlo,
fia M un punto del loro interfegamen-
to , da cui {i abbafli full’ affe A B la
perpendicolare M N .

45. Siccome adungue il quadrato del-
la MN fta al rettangolo deile due AN,
BN in ragion compofta di M N ad
AN, edi MN a BN; cosi, per el-
{zre equiangoli , tanto li due triangoli
MN A, ACE | quanto gl altrt due
BNM, BAF , fara alresi lo {teflo
quadrato allo tteflo rettangolo in ragion
compoita dt ACa CE, e di AF ad
A B. Ma, per ' uguaglianza delle due
CE , AF, quefte due ragiom compon-
gono la ragione di AC ad AB. Dua-
que il quadrato della MIN fara al ret-
tangolo delle due AN, BN, come il
parametro AC all’ alfe AB ; e per
tanto, dovendo eflere la M N ordinarta
dell’ affe A B , fard il fuo termine M
nno de’punt dell’ ellife ricercata.

46. Da queita ttella defcrizione ri-

B = ca-
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cavafi, che I'elliffe, non folo fia di fi-
nita eftenfione , ma che chiuda altresi
{pazio, a imiglianza dellalinea circolare.
Imperocché , fe bene l'ordinate dell’afie
AB [i aumentino continnamente dal ver-
tice A per fino a che ledue righe AX,
B Z formano angoli egunali collo fteflo
afle ; nientedimeno in appreflo mino-
ranfl gradatamente col medelimo ordi-
ne, onde la mezza eliiffe , che deferi-
vell da un lato dell’ affe , {i riunifce
con eflo nell’ altro vertice B. E poi-
ché¢ lo fteflo avviene all’ altra mezza
elliffe , che defcrivefi dali’ altro laro
dell’ affe, con continuarfi ad aggirare le
due rlghe intorno agli ftefh vertici ;
quindi i é, che I"intera elliffe ritorni
in se ftefla, e chiuda fpazio.
47. Si vuol pero notare, che gunan-
pit le due righe A X BZ dmo-
ﬂanf dalle due AC BA, tanto mag-
giori diventino e due porzioni cguali
CE, AF, con cui debbonfi reoolare
e loro rivoluzioni . Onde dopo effer
giunte le due righe ad una tale Gtua-
zione , che formano angoli eguali coll’
afle AB, potra regolarfi I alteriore lo-
YO rivoluzxone , con tirare la BD p
rallela alla AC e con prendere le due
porzioni egua.i fulle duc B D,DC.
E lo fleflo dovra farfi, per avere lal-
tra mezza ellilfe dallaltro lato deil'affe.

43,
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48, Dalla medefima defcrizione rica-
vafl altresi, che qualfifia retta, tirata
da ciafcuno delli due vertici A,e B in
modo , che formi angolo acuto coll’affe
A B, debba incontrarfi di nuovo coll’
cllifle, e farfi in un fol punto queft’al-
tro incontro . Anzi , attenta la ftefla
defcrizione , egli ¢ facile ad intenderfi,
come debba determinar{i il punto, in
cui ciafcuna delle due rette incontrafi
di nuovo coll’elliffe.

49. Finalmente per quanto all'iper-
bole , conforme la {ua proprietd per
rapporto all’ afle fi ¢, che il quadrato
di quaifiia ordinata fia al retrangolo
delle due porzioni dell affe, prefe dalli
due vertici, e corrifpondenti alla fiefla
ordinata, come il parametro allo fteffo
afle ; cosi , fe fia dato il fuo afle in-
figme col parametro, potrd ella defcri-
verly, a2 fimiglianza dell’ elliffe , nel mo-
do feguente, Sia A B I'afle dell’ iper-
bole, che fi dee defcrivere, e fia A C
il fuo parametro, fituato talmente nel
vertice A, che infifta full’ affe ad an-
goli retti.

50. Prolunghifi primieramente | af-
fc AB verfo A, ed al fuo prolunga-
mento AN tirifi la parallela CD ;
indi intorno aivertici A, e B aggirinfi
le due righe A X, BZ, portandofi la
prima di efle A X dalla AC verfo la

B ; AN,

Fig.

10,



30 BREVE TRATTATO
AN , e la feconda BZ al contrario
dalla BN verfo la CD. Faccianfi di
poi le rivoluzioni di quefte due righe
in modo , che fiano fempre eguali le
porzioni C E ; AF | che le medefime
tagliano dalle due CD,AC ; edio
dico, che coll’ mterfee,amento continuo
delle fteffe due righe abbianfi i punti
dell iperbole , che {i dimanda. Per di-
moﬂrarlo fia M un punto del loro in-
teris..rzamgnto da cui fi abbaffi full'affe
AB prolunr_;qto la perpendicolare MIN .

st. Siccome adunque il quadra-
to della M N fta al rettangolo delle
due AN, BN in ragion compofta dt
MN ad AN, edi MN a BN co-
si, per eflere equiangoli, tanto li due
triangoli MN A , ACE , quanto gl
altri due BNM,BAF, fara altresi
lo fteflo quadrato allo fteflo retean golo
in ragion compofta di*‘AC a C E ; @
di AF ad AB. Ma, per |’ uguaglian-
za delle due CE, AF, quefte due ra-
gioni compongono la ragione di AC
ad AB. Dunque il quadrato della MN
fard al rettangolo dell: due AN, BN,
come il parametro A C all' affe AB
e pertanto, dovendo effere la MN or-
dinata dell’ affe A B, fara il {uo ter-
mine M uno de’ punti dell iperbole ri-
cercata.

s2. Da quefta ftefla defcrizione ri-

cavafl,
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cavafi , che I'iperbole , non folo fia d'in-
finita efltenfione,a fimiglianza deila pa-
rabola, ma che ne abbia altresi un’al-
tra oppofta , fitvata nell’ altro verrice
B. Prolunghifi percid, cosi I'afle AB
verfo K , come la CA verfo G ;e
per I' altro vertice B tirili la H I pa-
rallela alla CG . Siccome adunque le
due righe A X , BZ interfeganfi nell’
angolo CA N per fino a che, forman-
do angoli egualt coll” afle A B, diven-
tano parallele ; cosi, continuandofi ad
aggirare intorno agli ftefh vertici, [i
fara m appreflo il loro interfegamento,
primieramente nell’ angolo IBK , indi
nell’ angolo HBK , e finalmente nell’
angolo G A N ; onde con quefto fteflo
ordine fi defcriveranno le quattro meta
d’ infinita eftenfione delle due iperboli
oppelte.

s3. Ma, conforme non ¢ in noftro
potere di fare,che ciafcuna delle quat-
tro meta abbia la fua infinita eftenfio-
ne; cosi, dovo efferfi dara alla mewna
della prima iperbole , che defcrivel
nell’ angolo C AN, quella eftenfione ,
di cui fi ha bifogno, potra darfi all’al-
tra meta della fteffa iperbole un’elten-
fione confimile , con trafportare le due
rigche A X, BZ dall’altro lato dellaf-
fe AB, e con regolare le loro rivolu-
zioni per mezzo di porzioni eguali ,
B 4 pre-
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prefe fulle due CH , AG, che fono
a dirittura coll’ altre due CD, AC; e
lo fteffo dovra farfi, per dare la ftefla
eltenfione alle due meta dell’altra iper-
bole oppofta. |

54. Dalla medefima defcrizione ri-
cavalt altresi, che qualfifia retta, tira-
ta da ciaflcuno delli due vertici in mo-
do, che formi angolo acuto coll’ affe
A B, debba incontrarfi di nuovo con
una delle due iperboli oppoite , e farfi
in un fol punto queft altro incontro .
Anzi, attenta la ftefla defcrizione , e-
gli ¢ facile ad intenderi , come debb:
determinar{t il punto , in cui cialcuna
dzlle due rette incontrafi di nuovo con
una delle due iperboli oppofte.

6. V.
Degl’ altrs diametrs della parabols .

55, Rafportate nel piano le tre
~ curve, che deduconfi dal co-

no, potremo ora con maggior facilitd
nel piano fteflo dimoftrare ' altre loro
affezioni ; ed incominciando di nuovo
dalla parabola , la prima ricerca fara
degl’ altri {uoi diametri , che fono tutti
paralleli al fuo afle,il quale riguardafi
percid come diametro principale della
parabola. Per quefta ricerca fa duopo
pre-
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premettere il feguente teorema, cio¢ ,
che fe AB fia |’afle della parabola, e
da un punto di effa D tirii la DG
parallela allo f{teffo alle, che divida per
meta nel punto E Paltra A M, tirata
dal vertice A per {ino alla parabola ;
fia la porzione di efla D E eguale al-
la porzione dell’ affe AF , corrifpon-
dente all’ ordinata D F , abbaffata full
alle dallo fteflo punto D.

s6. Per dimoftrarlo, fi abbafli full
affe AB Paltra ordinata MN, a cui fac-
ciafi parallela la EH . Eflendo adun-
que equiangoli li due triangoli AMN,
A EH, conforme la AM ¢ dupla del-
ia AE, cosi fara dupla altresi , tanto
la. AN della AH , quanto la MN
delia EH, o fia DF. Quindi, effen-
do il quadrato dell’ crdinata M N qua-
druplo del quadrato dell” altra ordinata
D F , fard la porzione dell’ affe AN
quadrupla parimente dell’ altra porzio-
ne AF; onde, facendofi la AH dupla
della fteffa A F, {aranno eguali le due
AF, FH ; ed in confeguenza la DE,
come eguale alla F H, fara eguale an-

cora alla AF.
s7. Da quefto teorema poffono de-
durfi tre confeguenze . La prima fi ¢,
che {e dalli punti D, ed A trinfi le
rette DL, AK parallele alle due AM,
DF , di cui la prima DL ¢ incontri
B s coll

Fip.
IT.
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coll'afle A B nel punto L,e la fecon-
da AK colla fua parallela DG nel pun-
to K ; fia il triangolo DF L eguale al
parallelogrammo FK | ed il triangolo
AEK eguale al parallelogrammo E L.
In fatti, facendofi eguali , cosi le due
AL, DE, come le due DK s AF ;
faranno le bafi FL, EK delli due tri-
angoli duple delle bafi AF, DE dal-
li due parallelogrammi . Onde , ef-
fendo fitwati tutei quattro tra le feffa
parallele, faranno li due triangoli DFL,
A EK eguali ai due parallelogrammi
FK, EL.

58. La feconda confeguenza fi &,
che fe nella parabola prendafi un’ altro
punto P ad arbitrio , da cui tirinfi le
rette PQ, PR parallele alle ftefle due
AM, DF, che s’incontrino coll’ affe
A B ne’punti Q , ed R ; fia il trian-
golo PR Q. eguale al corrifpondente
parallelogrammo R K. In fatti li due
triangoli PR Q , DFL | come fimili
tra di loro, fono come li quadrati deili
loro lati omologi PR, DF. Ma que-
fti due quadrati fono, come le corri-
fpondenti porzioni dell’affe AR, AF,
ed in confeguenza come li due paral-
lelogrammi RK ,FK., Dunque, effen-
do il triangolo DF L eguale al paral-
lelogrammo FK, fard l'altro triangolo

PRQ
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PR Q fimilmeate eguale all’altro pa-
rallelogrammo RK.

s9. La terza,ed altima confeguen-
2a i ¢, che fe le fteflc rette P Q,
PR s incontrino colla parallela all’afie
D G ne punti O, ed S, f1a il triango-
lo POS eguale al corrifpondente pa-
rallelogrammo O L. Interfeghinfi per-
cid le due DL, AK nel punto I; ed
effendo eguali le due DK AL, ’ fa-
ranno eguaii ancora li due mancoh
DIK, AIL; onde coll aggiunta “del
comune pentagono ARSDI , fara il
paralleogrammo R K ¢guale N trape-
zio RSDL ; e per ranto, dovendo
effere eguale a quetto fteflo trapezio e-
ziandio ii triangolo PR Q, fara il tri-
angolo P O S eguale al parallelogram-
mo OL.

6o. Ricavate dal premeflo teorema
quefte tre confeguenze, dimoftreremo
ora primierameante, che la DG paral-
lela all'affe A B fia diametro della pa-
rabola, ciod¢, che divida per meta, non
folo la AM, ma ogn’ altra retta, che
tirifi dentro della parabola parallela alla
AM. Prolunghift percid la PQ per fino
a che s'incontri di nuovo colla parahola
nel punto p,da cui tirifila ps parallela
alla PS, che s’ incontri colla DG nel
punto s . Effendo adunque eguale allo
{teflo parallelogrammo OL, cosi il tri-

B ¢ an-
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angolo P OS, come il triangolo pOs,
faranno eguali tra di loro quefti due
triangoli. Ma |i medefimi , come tri-
angoli fimili, debbono effere, come li
quadrati delli loro lati omologi PO ,
2 O. Dunque ancora quefti lati f{aran-
no eguali; e per tanto la Pp, parallela
alla AM, fara divifa per metd nel pun-
to O.

61. Dimoftrercmo in appreflo , che
il diametro DG abbia la fteffa proprie-
ta dell’affe AB, ciod, che li quadrati
delle due fue ordinate AE, PO fiano,
come le corrifpondenti porzioni DE ,
D O dello fteffo diametro . In fatti ,
eflendofi dimofirato , che il triangolo
A EK fra eguale al parallelogrammo
EL, ed il triangolo POS eguale al
parallelogrammo OL; fard il triangolo
A E K al triangolo POS, come il pa-
rallelogrammo. E L al parallelogrammo
O L. Ma quelli due triangoli , come
fimili tra di loro, fono come li qua-
drati delli loro lati omologi AE, PO;
e guefti due parallelogrammi EL, OL,
come f{itnaei tra le ftefle parallele, {o-
no come le loro bali DE, DO. Dun-
que li quadrati delle due ordinate AE,
PO faranro , come le corrifpondenti
porzioni del diametro DE, D O.
- 62, Quindi, fe la DV paraliela all’
ordinate A E , PO fia di tal lunghez-

73,
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za , che il quadrato diciafcuna dell'or-
dinate fia eguale al rettangolo della
DV nella porzione del diametro, cor-
rifpondente all'ordinata, fara la DV il
parametro del diametro DG. E pofto,
che AC fia il parametro dell’afle AB,
attenta I’ ugnaglianza delle due DE |
AL, faranno h due parametri DV ,
A C, come h quadrati delle due ordi-
nate AE,DY¥. Anzi powra dimoftrarfi
ancora , che il parametro del diametro
DV fia maggiore del parametro dell’
afle AC nel quadruplo della DE , ov-
vero AF.

63. In effetto , eflendo la porzione
dell’ affe A N, corrifpondente all’ ordi-
nata MN, quadrupla della AF, ovve-
ro DE ; fara il quadrato della tutta
A M eguvale al retrangolo delle due
DV, AN . Ma lo fteflo guadrato ,
come eguale ai quadrati delle due MN,
AN, ¢ egnale altresi al rettangolo del-
le due AC, AN infieme col quadra-
to della A N,o pure al {olo rerrango-
lo delle duve AC, A N unite infieme
nella fteffa A N. Dunque ,dovendo ef-
fere la DV eguale alle duve AC, AN
unite infieme , fard il parametro del
diametro DV maggiore del varametro
dell’afle AC nella AN , che ¢ qua-
drupla della AF, ovvero DE.

64. Quindi , ficcome aumentanéolﬁ

a
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12 diftanza del diametro DG dall’ affe
A B, aumentafi ancora la AF; cost
riceverd maggior aumento eziandio il
parametro D V dello fteffo diametro .
Onde , per quanto ai parametri , che
competono ai diametri della parabola,
conforme il minimo di turti é il pata-
metro dell’ affe ; cosi degl’ aleri il pa-
rametro del diametro pil vicino all'affe
fara maggiore del parametro, che rap-
portali al diametro pit lontano dallo
fteflo afle ; ¢ fe mat due diametri fia-
no egualmente diftanti dall’ affe, li lo-
ro parametri dovranno eflere eguali.
65. Del rimanente, comungque dentro
della parahola tirifi la Pp, ficcome dal
vertice dell’affe A pud fempre tirar{i den-
tro della fteffa parabolala AM parallela
alla Pp; cosi fempre dovra effervi un
diametro, che feghi per metd , ranto
la. AM, quanto la Pp. Quindi, fe fia
data nel piano la fola parabola PAM,
niente {ara piu facile ,quanto di derer-
minare uno de’ {noi diametri , ed in
confeguenza la pofizione di tutti glal-
tri . Tirinfi percid dentro di effa due
rette parallele , che fiano Pp, Qg ;
e fe le medelime dividanfi per meta
ne' punti O, ed R, fara la DG, che
pafla per quefti due punti uno de’ fuoi
diametri .

66. Se il diametro ritrovato D G
feghi
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feghi le due parallele Pp, Qg ancora
ad angoli retti; chiaro fi & , che egli
fia I'afle della parabola . Ma , fegan-
dole obbliquamente , potra determinarfy
il fuo affe , con alzare ful diametro
D G la perpendicolare DM, che s in-
contri colla parabola nel punto M ;
poiché , divifa la D M in due parti e-
guali nel punto F, e tirata per quefto
punto la A B parallela allo fteflo dia-
metro, dividera quefta AB in parti e-
guali, e ad angoli retti non folo la DM,
ma ogn altra retta ancora , che ‘tirafy
dentro della parabola parallela alla fteffa
DM ; e per tanto la medefima A B
{ard I'affe della parabola. |

67. Ed in fatti , avendo ogn’ altro
diametro della parabola la {teffa pro-
prieta dell’ affe, non folo potra defcri-
verfi, nella maniera infegnata di fopra,
la parabola nel piano , eflendo dato
qualfifia fuo diametro infieme col pa-
rametro, e colla pofizione delle fue or-
dinate ; ma il teorema dimoftrato in-
torno all’affe, con turte le confeguenze
da effo ricavate, dovri aver luogo an-
cora per rapporto ad ogni diametro ;
onde non é da porfi in dubbio, che la
AB | parallela al diametro DG, divida
in parti eguali,e ad angoli retti, cosi
la DM , come ogn’ altra retta, tirata

dentro della parabola parallela alla ﬁei{_'-
a
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fa DM ; ed in confeguenza , che li
ftefla AB fia P'affe della parabola .

63. Per la {tefla ragione , fe di un
diametro della parabola , come DG ,
fia nora la pofizione delle fue ordinate,
potra determinarfi facilmente la pofi-
zione dell’ ordinate di quaififa altro
diametro AB. Si abbafi percid ful
primo D G dal vertice dell'altro A B
I ordinata AE;e fo da quefaltro dia-
metro A B taglifi la porzione AF e-
guale alla DE, fard la DF una delle
fue ordinate. Conforme poi il parame-
tro del diametro DG fi ha colla terza
proporzionale dopo le due DE, AE;
cosi, fe ritrovifi la terza proporzionale
dopo 'altre due AF, DF, i avri il
parametro dell’ altro diametro AB.

§. VI
Delle tangenti della paraiola .

9. Onforme una retta, che incon-

trandofi colla parabola cade
dentro di effa,dicefi effere {ua fecante;
cosi al contrario, fe una retra s’incontri
colla parabola in modo , che refti tut-
ta al di foori , §i dira effere fua tan-
gente . Or intorno alla tangente della
parabola il primo teorema , che deef]

dimoltrare , fi ¢ , che fe AB fia uo
de’
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de’ fuoi diametri , e per lo vertice A Fig,
tiril la AH parallela alla {va ordinata 13,
MN , queita AH debba eflere tangen-
te deila parabola.Se fia poflibile, s'in-
contri la A H colla parabola in un’al-
tro punto, come D, e prolunghifi l'or-
dinata ML N per fino a che s’ incontri
colla parabola dall’ altra parte nel pun-
to m.

~o. Poiché dunque la AD ¢ tira-
ta dai vertice A del diametro AB per
fino alla parabola ; I' altro diametro ,
che divide la AD ver meta , dovra
aividera la {ua paralicia M m eziandio
i parti eguali (67). Mala Mm ¢ divifa
per meta nel punto N dal diametro
AB, per effere le porzioni di effa MN,
m N ordinate di quelto diametro. Dan-
que non ¢ egli vero , che la DH in-
contrali di nuovo coila parabola nel
runto D ; e per tanto , cadendo tutta
al di fuori, fara {ua tangeute.

71, Di quelto teorema ha luogo an-
cora 1l converfo , cioé, che effendo la
A H tangente della parabola nel punto
A, vertice dzl diametro AB, ella deb-
ba effere paraliela all’ ordinata M N
dello {teflo diametro. Se cid fi niega,
faccia la A H angolo col parametro
A C, fituato nel vertice A in fito pa-
rallelo alla M N , e s incontri colla
CK parallela al diamerro AB nel pun-

o
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to E. Adungue , fe dalla A C rtashf
la porzione A F eguale alla CE, e
per lo punto F urili la FZ parallela
allo fteflo diametro, che feghi lan AH
nel punto D ; per la defcrizione della
parabola, che fecondo I’ avvertimento
fatto puo efeguirfi con qualfilia diame-
tro, fara D uno de fuoi punti ; onde
la AH f{ara fecante , € non gia tan-
gente delia parabola.

72. Quindi , non potendoli per un’
ifteflo punnto tirare due parallele ad u-
ra f{tefla retta,chiaro 1 ¢, che aqual-
fiia punto delia parabola non polia ti-
rarfi, fe non che una f{ola tangente ;
onde, effendo una retta tangente della
parabola , ogn’ altra retta , tirata dal
punto del contatto, dovrd cadere den-
tro di effla , ed effere in confeguenza
fua fecante ; dal che ne fegue, che an-
cora nella parabola I’ angolo miitilineo,
che forma con effa la fua tangente ,
debba eflfere minore d' ogni angalo a-
cuto rettilineo .

73. S’incontri ora la tangente MT,
tirata ad un punto M della parabola,
con uao de’ fuoi diametri AB nel pun-
to T ;ed il fecondo teorema, che deefi
dimoflrare fi ¢, che abbaffata fullo {tef=
fo diametro I’ ordinata M N | fiano e-
guali le due AN, AT. Sia percio
MR il diametro, che ha per fuo ver-

tice
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tice il punto M ; e tagliata da eflo la
porzione M O eguale atla AN, con-
ginngafi la A O. Effendo adunque e-
cuali le due AN, MO, fara la AO
ordinata del diametro MR ; onde la
M T , come tangente , fara parallela
alla AO; e per tanto, facendofi eguali
le due MO, AT, fara Ja AN an-
cora eguale alla AT ; ed eflendo cosi,
la NT, che foftiene la tangente MT,
e che percid chiamafi {ottotangeute ,
fard dupla, tanto della AN , gquanto
della AT.

24. Da quefto teorema intanto ri-
cavafi, che fe AB fia I' affe della pa-
rabola, con cui § incontri nel punto S
J]a MS, alzata perpendicolarmente f{ul-
la tangente M T ; la porzione dell’
affe NS, che appellafi {ottonormale ,
fia eguale alla meta del fuo parametro
A C. In fatti il quadrato della M N,
conforme per la parabola é eguale al
rettangolo delle duve AC , A N, cosi
per lo triangolo rettangolo TMS ¢ e-
guale altresi al rettangolo dell’ altre
due NT, NS. Onde, dovendo eflere
eguali tra di loro quefti due rettango-
li, fart AN ad NT , come NS ad
A C ; e per tanto, effendo la AN e-
guale alla metd della NT, fara Ia NS
eziandio eguale alla metra del parame-

tro AC.
75
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75. Il terzo teorema, cha deefi di-
moltrare,, {i ¢,che fe la tangente MT,
trata ad un punto M della parabola ,
s'incontri con uno de’fuoi diametri AB
nel punto T;il fuo quadrato fia egna-
le al rertangolo della porzione del dia-
metro AT nel parametro dell’ altro
diametro MR , che ha per vertice il
punto del contatto M. Sia percid MV
il parametro di queft’ altro diametro
MR ; e fe ad eflo tirifi dal vertice
del primo A ['ordinata A O, faranno
eguaii tra di loro , cosi le due A QO ,
MT, come le dne M O , AT. Ma
il quadrato della A O @ eguale al ree-
tangolo della MO nel parametro MV.
Dunque ancora il quadrato della M T
fara eguale al rettangolo della A T
nello fteflo parametro .

76. 1l quarto, ed ultimo teorema,
che deefi dimoftrare intorno alle tan-
gentr della parabola, fi ¢, che fo Al
M1 fiano due tangenti, Ic Gual: s’ in-
contrino tra di loro nel punto I ;
quadrati di gnefte dye tangenti {lano,
come li parametri delli due diametri 3
che hanno per vertici li duc punti del
contatto A, ed M. Siano percid A B,
MR quefii due diametri , a cui tirinfi
reciprocamente dalli loro vertici M, ed
A l'ordinate MN | AO; e prolunghinii
le due tangenti per fino a che s'incon-

tri
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tri la prima AT col diametro MR
nel punto K, e la feconda MI col
diametro A B nel punto T.

77. Siccome adunque, per ragion dell’
ordinate MN, AQ, fono egnali le due
AN, MO cosi, per ragion delle tan-
gentt MT, AK, faranno eguali anco-
ra I altre due AT, MK ; onde le
ftefle tangenti faranno divife per mets
nel punto I ; ed in confeguenza , ef-
fendo eguali cosi le due AK , M N 5
come le due M T , AO , faranno li
quadrati delle due AT, M I, come li
guadratt dell’ altre due MN |, AO.
Ma fi ¢ dimoftrato di forra (62), che
i quadrati di quefte due MN, AO fja-
no come I parametri deili due diame-
tr1 AB, MR . Dunque nclla ragione
di que(ti {tefli parametri faranno altresi
li quadrati delle due AT, MI.

78. Dovendofi tirare una tangente
alla parabola da un dato punto , chia-
vo {1 ¢, che fe il punto fia dato nella
fleffa parabola , altro non debba farfi,
{e non che tirare dal punzo dato una
vetra parallela alf’ ordinate del diame-
tro, che ha lo fteflo punto per fuo ver-
tice. Ma, fe il punto fia dato fuori
della parabola , come il punto T , i
dovra primicramente determinare il dia-
metro A B , che pafli prolungato per
lo punto T ; indi tagliare da quzﬁo

13-

Fiag.
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diametro la porzione AN , che La e-
guale alla A T ; e finalmente elevare
su di e¢ffa lJa NM in modo , che fia
ordinata dello fteflo diametro; poiché,
congiunta la M T , fi avra con quella
retta la tangente, che fi dimanda.

§. VIIL
Delle fecanti della parabola .

29.F)Er quanto alle fecanti della para-
bola ,non v’ha dubbio, che cia-

fcuna di effe fia, o uno de’fuoi diametri,
o pure un’ordinata di un qualche {uo dia-
metro ; onde , ficcome le prime fegano
la parabola in un {ol punto, co:l le
feconde la fegheranno in due punti, e
non pilt . Poflono intanto due fecanti
della parabola incontrarfi ancora tra ef-
{o loro ; e per dimoftrare la proprieta
di quefto loro incontro , debbonfi di-
ftinguere due cafi ; di cui il primo fi
¢, quando un diametro incontrafi con
un’ ordinata di un altro diametro ;ed il
fecondo, quando incontranfi tra di lo-
ro due ordinate di due diverfi diametri.
8o0. Sia adunque il diametro AB,
che abbia per fuo parametro la AC ;
e I’ ordinata di eflo MN prolunghifi
dall’ altra parte per fino a che sincon-

tri di nuovo colla parabola nel punto
mn Tl""
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m . Tiril laD G parallela al diametro
A B, che fara in confeguenza un’altro
diametro ; e la medefima vadafi ad in-
contrare colla M m nel punto E. Io
dico, che 1l rettangolo delle dne ME,
mE , cicd delle due porzioni della Mm,
prefe dalla parabola per {ino al punto
dell’ incentro, fia cguale al rettangolo
della DE nel parametro AC . Per di-
mottrario, 1 abbafli {ful diametro A B
Valua ordinata DL,

1. Eflendo adunque la M N ordi-
pata del diametro A B, f{ard il fuo
¢uadrato egwale a! rettangolo della AN
nei parametro AC 5 e fimilmente , ef-
fendo DF altra ordinata dello flefio
diamerto, fard il fuo quadrato eguale
al rerrangolo della A Fnello fleflo pa-
rametro ; ornde la differenza tra li duoe
guadrati fara eziandio eguale alla dif-
terenza tra 1 due rertangoli. Ma, per
eficre la DF eguale alla E N, la dif-
ferenza tra |1 due quadrati é eguale al
rettangolo delle due ME , mE ; e per
effcre la F N eguale alla D E | la dif-
ferenza tra li due rettanegoli ¢ eguale
al rertangolo della D E nel parametro
AC . Dunque ancora il rettangolo del-
le due M E, mE fara eguale al ret-
tangolo della DE nel parametro AC.

82. Attentala dimoftrazione di que-
fto teorema, chiaro fi ¢,che debba e-

[y

ali
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gli aver luogo eziandio,{e le due DE,
M m s incontrino tra diloro fuori del-
la parabola ; ma in quefto cafo potreb-
be la M m eflere cosi vicina al vertice
del diametro A B, che facciafi rangen-
te della parabola . E poiché , quando
cid avviene , i fanno eguali le due {ue
porzioni M E, m E, onde 1l loro ret-
tangolo non ¢ differente dal quadrato
di una di eflz; £ potrd da quelto ftet-
fo teorema dedurre la verita dell’ altro
poc’ anzi dimoitrato, cioé (75) , che fe
la tangente A H, trata al punto A,
s incontrl ¢ol diametro D G nel punto
H, fia il {uo quadrato eguale al ret-
tangolo della D H nel parametro dell
altro diametro , che ha per vertice il
punto del contatto A.

83. Sia inoltre OR un’ altro dia-
metro , che abbia per fuo parametro
Ja OS ; e I ordinata di efflo P Q di-
{tendali fimilmente dali’ altra parte per
fino a che s incontri di nuovo colla
parabola nel punto p.Io dico, che in-
contrandofl le due M m, Pp nel pun-
to E, fia il rettangolo delle-due ME,
m E al rettangolo dell’ altre due PE,
p E, come 1l parametro A C al para-
metro OS; il che ¢é chiaro , poiché,
tirata al punto dell’ incontro E la DE
parallela ai due diamertri , ficcome il
rettangolo delle due ME , mE 6 fa

egua-
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eguale al rettangolo della DE nel pa-
rametro AC , cosi I altro retrangolo
dell’alire due PE, p E {i fari eguale
al rettangolo della ftefla DE nell'altro
parametro OS ; onde li due rettangoli,
a f(imiglianza delli loro eguali, dovran-
no eflere , come il parametro A C al
parametro OS.

84. Da queft’ altro teorema , che
dee aver luogo , eziandio fe le due M,
P p s'incontrino fuori della parabola ,
fimilmente pud dedurfi la verity di quel-
tanto di fopra ¢ f{tato dimoftrato (76),
cio¢ , che incontrandofi infieme due tan-
genti , li loro quadrati fiano, come li
parametrt delli due diametri, che han-
no per loro vertici li due punti del
contatto . In fatti , fe le due Mm ,
P p faccianfi cosi vicine aivertici delli
due diametri AB, OR |, che diventi-
no tangenti deila parabola ; i faranno
eguali tra di loro,cosi le porzionidel-
la prima ME, mE , come le porzio-
ni della feconda PE , pE ; onde li
loro rettangoli non faranno differenti
dalli quadrati delle dne rette , che fo-
no tangenti della parabola nelli due
vertici A, ed O, ed incontranfi tra di
lore .

§5. Dallo fteffo teorema pud dedurfi
altresi, che incontrandofi una tangente

con un’ ordinata di un qualche diame-
Tem,111, C tro,
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tro, prolungata dallaltra parte per {i-
no alla parabola, debba effere il qua-
drato della tangente al rettangolo delle
due porzioni dell ordinata prolurgata,
come il parametro del diametro , che
ha per vertice il punto del contatto ,
al parametro dell’ altro diametro, 2 cui
rapportafi I' ordinata . Ma per dimo-
ftrarlo indipendentemente dal riferito
reorema, fia A E la retta, che eflen-
do tangente della parabola nel vertice
A , incontrafi colla Pp nel punto E.
1o dico, che il quadrato della tangzn-
e AE fia al rettaugolo delle due PE,
p E, come il parametro A C al para-
metro OS.

36. Tirii per lo punto E la £D
parallela ai due diametri AB , OR,
che s incontri colla parabola nel punta
D;eper quel anto € ftato pocanzi di-
moftrato (80), fard il rettangolo delle
due PE,pE eguale al rettangolo del-
]a DE nel parametro OS. Ma ¢ {ta-
o dimoftrato altresi {73), che il qua-
drato della tangente A E fia eguale al
retrangolo della fteffla DE nel parame-
tro AC . Dungue il quadrato della ran-
cente A E fara al rettangolo delle due
PE, pE, come il parametro AC al
parametre O S.

§7. Quefto medelimo teorema in-

canto ci fa conclcere , che un cerchio
polia
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poffa fegare la parabola, non folo in
due , ma ancora in quittro punti . In F/e,
fatti, fe I: due diametri AB , OR 15,
fiano egualmente diftanti dall’ afle, fa-
ranno eguali li loro parametri; onde |
facendoli il retrangolo delle duve M E,
m E  [imilmente cguale al retrrangolo
dell’ altre due PE, p E , chiaro i &,
che il cerchio , che paffa per ¢li tre
punti P, M, p, debba paffare ancora

er lo quarto m. Ma, ficcome cid av-
viene , quante volte le diftanze dall’affe
delli due diametri AB, OR fono tra
di loro eguali; cosi da queito fteflo pud
dedurfl, che non poffa un cerchio fega-
re la parabola in pid di quattro punti.
88. Se poi li due diametri AB, OR
fizno egualmente diitanti dall’affe, e delli
quattro punti li due M, ed » unifcanfy
infieme nel vertice A , e formino ivi
un punto di contaiio ; in tal cafo il
cerchio s incontrerd colla parainla in
modo, che fegandola negl’altri due P,
e p, la toccherd nel punto A. E fe
queft' altri due punti P, e p conginn-
ganfi ancora infieme nell’ altro vertice
O , e formino ivi un’ altro punto di
contatto ; lo fteflo cerchio s’ incontrerd
talmente colla parabola , che fenza fe-
garla , la tocchera nelli due punti A, ed
O. Onde fi vede , che fe bene il cer-
chio poffa fegare la parabola , cosi in
C 2 due,



g2 BREVE TRATTATO
due, come in quattro punti ; nientedi-
meno {ia impofilibile ,che il loro inter-
fegamento facciafi in tre punti,

89. In fatti, fe uncerchio fegh la
parabola nelli tre bunti M, P, p; ¢
congiunti li due P, e p per la retta
Pp, ritrovifi il diametro OR ,che fe-
ghi la P p per mera ; potra ritrovar(i
un’ altro diametro A B, che fia tanto
diftante dall’ afle della parabola , per

nanto difta da eflo il diametro OR .
Onde ,fe MN fia ordinata di queft’ al-
tro diametro, che s incontri prolunga-
ta, cosi colla Pp rel punto E, come
colla parabola nelpunto m ;fara il ret-
tangolo delle due M E,m E egnale al
rettangolo  dell’ altre due PE, p E 3
e per tanto lo feffo cerchio feghera la
parabola ancora nel punto m.

go. Qualora dunque un cerchio in-
contrafi colla parabola in tre punti ,
uno di efli dovra eflere punto di con-
tatto, che equivale a due punti d’ in-
terfegamento ; ¢ fi ditinguera un tal
punto dagl’altri due per mezzo del dia-
metro, tirato dallo fteffo punto,che dee
eflere tanto diftante dall’affe, per quan-
to difta da eflo ' altro diametro , che
divide per meta la retta,che congun-
ge infieme gl altri due punti ; ed in
una maniera confimile potra conofcerfi,

fe li due punti , in cui incontrafi tal
vol-
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volta un cerchio colla parabola, fiano
punti d’ interfegamento , 0 pure dicon-
tatto ; ma fe mai l'incontro di un cer-
chio colla parabola facciafi in un {ol
punto, non & da porfi in dubbio, che
egli fia punto di contatto.

§. VIII.
Del foco della parabola.

oI. Eitano finalmente a dimoftrariy

le proprieta , che riguardano
il foco della parabola. Chiamafi con
queitc nome quel punto dell afle , a
cui corrifponde un’ ordinata, eguale alla
meta del parametro dello fteflo afle .
Cosi, fe AB fia I’ affe della parahola,
e 'ordinata EF,corrifpondente al pun-
to F, fia eguale alla meta del fuo pa-
rametro A C; i chiamera il punto F
foco della parabola per vna proprieta
{fua fpeciale , che da qui a poco fara
da noi dimoftrata. Onde, effendo con-
tinuamente proporzionali le tre AC ,
EF, AF; la AF , che & la diltanza
del foco dal vertice dell’ affe , dovra
eflere eguale alla meta deilo fteflo pa-
rametro .

92. Le proprieta , attinenti al foco
della parabola, deduconfi dal fesuente
tcorema , cioé¢ , che fe prendali nelia

C 3 pa-

Fig.
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parabola un punto M ad arbitrio, e da
eflo tirifi, cosi la MF al foco F, come
Ian. M N ordinata full’affe AB ; fia la
MF eguale alle due AN, AF unite
infieme . In fatti , effendo la AF e-
guale alla quarta parte del parametro
AC, fara il quadrato della MN egua-
le sl quadruplo del rettangolo delle due
AN, AF. Onde,coll ageinnta del co-
mune quadrato della NF , faranno li
quadrati delle due M N, NF eguali
al quadruplo del rettangolo delie due
AN, AF infieme col quadrato della
NF.

93. Conforme poi li quadrati delle
due MN , FN fono egnali al folo
quadrato della M F ; cosi il quadruplo
del rettangolo delle due AN, AF in-
fieme col quadrato della NF ¢ egnale
al quadrato delle due AN, AF unite
infieme . Denque , dovendo effere il
quadrato deila M F eguale al quadrato,
che fi fa delle duve AN, AF unite
infieme ; fara l]a M F eguale a quefte
due infteme A N, AF. Onde, facen-
dofi eguali le due AN, AF, qualora
il punto M cade {ul punto F ; vedefi
di nuovo, che la AF fia la metd del-
la EF , ed in confeguenza la quarta
parte del parametro A C.

94. Prolunghifi ora I’affe AB ver-
fo il vertice A talmente per fino al

pua-




DELLE SEZIONI CONICHE. §5
punto G, che fiano eguali le due AG,
AF;cfe fulla BG “alzif I parpen-
dicolar‘. GXK, acui fié dato il noma
di direttrice detla parabola, la prima con-
fepuenza, che ricavali dal teorema di-
mo(’crato e , che la MF fia eguale
alla MK, abba[fata perpendicolarmen-
te fulla directrice GK. In fatei | ef-
fendo la AF eguale alla A G ; coll'aa-
giunta della comune A N, farunuo le
due AN, AT 1nfieme egunali alla NG.
Ma la MF ¢ eguale alle due AN,
AF untte infiemz, e la MK ¢ eﬂua—
le alla NG . Dunque ancora la M F
faia eguale alla MK . .
gs. La {econda confeguenza , che
ricavali dallo fteflo teorema, fi &, che
fe al punto M tirifi la tangente MT,
su di cui elevifi la perpendico]are MS,
che s’ incontrino coll’afle A8 nelli pun-
ti T, ed S; ia la MF egnale , cosi
alla TF, come alla SF. In farti, ef-
fendo egunali le due AT , AN | coll’
aggiunta della comune AF, fara la TF
eguale alle due infieme AN , AF .
Ed in oltre, eflendo la NS eguale al-
la meta del parametro AC , fara la

{tefla NS eguale al duplo della AF ;
e per tanto coll aggiunra della comune
NF, fara la SF fimilmente eguale alle
due 1nf'cme AN, AF. Onde Ia MT,
come eguale a queﬁe {tefle unite nfic-
C 4 e o
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me, {ara eguale, cosi alla TF, come
alla SF.

96. La terza confeguznza , che ri-
cavali dal medefimo teorema , fi ¢,
che fe MR fia il diametro, che ha per
vertice 1l punto M ; fia cosi la MF ,
come ciafcuna delle fue egyali MK ,
TY, SF eguale alla quarta pare dal
fuo parametro. In fatti, effendo il pa-
rametro del diametro MR maggiore
del parametro dell’ alle A C nel qua-
druplo della A N fara la quarra parte
dello fteffTo parametro eguale alle due
infieme AN, AF. Ma a quefte fteffz
due unite infieme ¢é egunale ancora la
MF . Dunque, tanto [a MF, guanto
ciafcuna delle fue eguali MK , TF,
SF, fara egunale alla quarta parte del
parametro., che rapportafi al diametro
MR.

97. La quarta confeguenza, che dal
teorema dimoftrato ricavafi,fi ¢, che fe
per lo foco F tirifi al diametro MR [
ordinata PO; fia la MO eguale alla
quarta parte, e la PO egunale alla me-
ta del parametro dello (teflo diametro.
In fatti , dovendo effere la tangente
MT parallela all’ ordinata PO , {faran-
no eguali le due TF , MO ; e per
tanto, non foio la TF, ma ancora la
M O f{ara eguale alla quarta parte del

parametro, cne rapportali al diametro
MR.
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MR. E poiché I'intero parametro {ta
a PO, comea PO ad MO ; chiaro fa
¢ , che I’ ordinata PO debba effere e-
guale alla meta dello {teffo parametro.

¢8. Quindi , fe bene il foco F fia
fitnato nell’ affe AB, nientedimeno per
rapporto ad effo qualfila diametro ha
le tteffe proprieta dell afle . Ed in fatti
nel diametro MR ¢ eguale alla quar-
ta parte del f{uo parametro , cosi la
MF, che ¢ la diftanza del {uo vertice
M dal foco F, come la MK , che ¢
la perpendicolare abbaffata dallo {teflo
vertice {ulla direttrice GK; ed in ol-
tre neilo (teflo diametro I ordinata PO,
che pafla per lo foco F, é esuale alla
meta , e la porzione del diametro MO,
corrifpondente alla fteffa ordinata,é e-
guale alla quarta parte dello fteflo pa-
rametro .

99. Ma , per ritornare alle confe-
guenze, che ricavanfi dal teorema di-
moltrato,la quinta fi é,che la tangen-
te MT divida per meta I'angolo FMK,
contenuto dalla M F tirata al foco F,
e dalla perpendicolare MK abbaifata
{ulla dircttrice GK . In farti, effendo
eguali le due MF, TF, fard |’ anso-
lo MTF egunale al’angolo T MF .
Ma, per le parallele NG, MK, lo
fteflo angolo M TF ¢ eguale ancora
all’angolo T MK . Dunque, facendoli

C 5 egualt
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eguali tra di loro li due angoli TMF,
TMK , fara rttto "angolo F MK
divifo per meta della tangente M T :
dal che ne fegue,che la ftefla tangen-
te debba dividere altresi per metd , e
ad angoli retti laFK , per eflere egunali
le due MF, MK.

1co. La fefta, ed ultima confeguen-
za , che ricavafi dal teorema dimoitra-
to , fi ¢, che prolungata la tangente
T M verfo V, fiano eguali li due an-
goi TMF, VMR, che formano su
di efla la MF tirata al foco,e la MR
paraliela all’ afle A B. In fatti , per
effere I'angolo F M K divifo per meta
dalla tangente M T , fono eguali tra
di loro li due angoli TMF, TMX.
Ma I’ angolo T MK ¢ eguale all’ an-
golo VMR , per effere angoli verti-
cali . Dunque ancora Ji due TMF ,
V MR f{aranno tra di loro eguali.

101. Da quefta uguaglianza d’angoli
¢ derivato , che fiali dato al punto F
il nome di foco . Imperocche li raggi
folari riflettonfi fulla fuperficie di qual-
fifia fpecchio con legge tale, che I'an-
golo di rifieffione fia egunale ail’ angolo
d'incidenza. Onde , fe colla rivoluzione
della parabola intorno al‘{uo affe AB
formifi vn {pecchio concavo ; li ragsi
folari , che cadono fulla {ua fuperficie
con direzione parallcla allo fteflo afle,

at-
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attenta | uguaglianza delli due angols
TMF, VMR, e di altri confimili,
dovranno rifletterfi in modo, che §i ri-
unifcano rttti nel punto F ; il quale
punto in confeguenza fara il focs dello
fpecchio .

102. Del rimanente , fe fia data la
direttrice GK infieme col foco F, po-
tra defcriverfi nel piano la parabola an-
cora in un’ altro modo, ed ecco come.
Prendafi la fquadra LK R , il di cui
lato KR corrifponda colla fua lunghez-
za all’ eftenfione, che i vuol dare alla
paravola; ed infieme con effa prendafi
ancora un filo talmente lungo , che at-
taccato con uno de’ fuoi eftremi al fo-
co F, e coll’altro al termine R del la-
to K R, relti egnale allo fteffo lato .
Conducafi poi la fquadra coll’altro lato
K L {ulla direstrice GK, e per mezzo
di un ftile facciali in modo, che com-
baciandofi una porzione del filo col la-
to KR, altra reiti continnamente te-
{fa. E ficcome, con condurre la {qua-
dra, ed il filo in quefta guifz, fi fan-
no fempre eguali le due MF, MK ;
cosi lo ftetfo ftile fegnera nel piano la
parabola, che fi dimanda.

C ¢ §. VIIL

Fig.
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§. VIIL
Deol’ altri diametri dell elliffe.

103. Imoftrate le principali proprie-

ta della parabola, pafferemo
ora a quelle dell’ellilfe, a cu1 daremo
fimilmente principio colla ricerca degl’
altri {uoidiametri. Percido, fi vuol pri-
ma notare, che fe AB fia I'affe dell’
elliffe ,ed il medeflimo dividafi per me-
td nel punto C; ogn’ altra retta D d,
che tirata per quefto punto terminafi
all’ elliffe da ambedue le parti, reili e-
ziandio divifa per meta nello {teflo pun-
to . Per dimoitrarlo , pongaflt, che la
D d s incontri coll’ ellile ne’ punti D,
e d, dalli quali {i abbaffino full’ afle
A B ' ordinate DF, df.

104. Eflendo adunque eguiangoli li
due triangoli CDF, Cdf, faranno li
gquadrati delle due CF, Cf nella ftefla
ragione colli quadrati dell’ altre due
DF,df.Ma, per | elliffe , quefti
due quadrati fono , come il rettangolo
delle due AT, BF al rettangolo deil’
altre due Af, Bf. Dunque ancora li
quadrati delle due CF |, Cf faranno,
come quefti due rettangoli. Quindi, con-
giungendo infieme gl’ antecedenti , e li
confeguenti delle due ragioni eguali ,

fa-
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{aranno li quadrati delle due CF,C
come li quadrati dell’ altre due CA
CB; e per tanto, eflendo eguali que-
fte due CA, CB, faranno eguali al-
tresi, tanto le due CF,Cf, quanto le
duve CD, C4d.

105. Or da cid, che il punto C
divide per meta tutte le rette, che ti-
rate per effo terminanfi all’ elliffe da
ambedue le parti, é derivato,che fiaf
dato allo fteffo punto il nome di cen-
tro. Colle rette intanto , che palfano
per quefto centro, {i hanno gl'altri dia-
metri dell’ elliffe ; ma per dimoftrarlo,
fa duopo premettere un teorema, cor-
rifpondente a quello, di cui {i ebbe bi-
fogno per la ricerca degl’ altri diametri
della parabola; e i &, che fe la D d, Fig.
tirata per lo centro dell elliffe , divida 19.
per meta nel punto E ['altra AM ,
tirata dal vertice dell’ afle A per fino
all’ elliffe , e dal punto D fi abbaffi full’
affe AB I ordinata DF ; fta CE a
CD, come CF a CA.

106. Si abbafli percio {ullo fteflo af-
fe AB I’ altra ordinata M N , a cui
facciafi parallela la EH. Effendo a-
dunque la AM dupla della AE ; per
gli triangoli equiangoli AMN, AEH,
fara dupla altresi, tanto la M N della
EH, quanto la AN della AH. Quin-
di, eflendo la tutta A B eziandio dl.}*

pla
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pla della tutta CA, fard la rimanen-
te BN fimilmente dupla della rima-
nente G H ; ¢ per tanto il rettansgolo
delle doe AN, BN fard quadruplo
del rettangolo dell’altre due AH,CH.
Ma il quadrato della M N ¢ ancora
guadraplo del quadrato de!la EH. Dun-
que fara il quadrato della MN al qua-
drato della EH , come il rettangolo
delle due AN, BN al rettangolo dell’
altre duve AH, CH.

107. Effendo poi, per I elliffe, il qua-
drato della DF al quadrato della MN,
come il retrangolo delle due AF, BF
al rettangolo dell’altre due AN, BN;
fara ordinando il quadrato della DF
al quadrato della EH, o pure il qua-
drato della CF al quadrato della ChH,
come il retrangolo delle due AF, BF
al rettangolo dell’ altre due AH, CH.
Onde, congiungendo infieme gl antece-
denti,e li confesuenti delle due ragio-
ni eguali, fard ancora il quadrato del-
la CF al quadrato della CIH, come
il quadrato della CA al rettangolo
dell: due CA,CH, o pure come CA
a CH; e per tanto , facendofi conti-
nuamente proporzionali le tre CH, CF,
CA,ed effendo CH a CF , come
CEaCD; fara CE 2 CD, eomo
CF a C AL. ’ ‘

103, Da quello tzorema ricavafi pri-

mie-
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mieramente , che fe dalli punti A, e
D tirinfi le rette AK DI parallele
alle due DF , AE |, di cui la prima
s’ incontri colla Dd nel punto K ,e la
feconda coll' affe AB nel punto L ; fia-
no 1t due trangoli DFL ; A EK e-
guali ai due trapezy AFDK , AEDL .
Imperocche , facendofi colle due aral-
Jele trate, CE a CD , come Cf-\ a
CL; e CF a CA, come CD a CK;
fara CA aCL,come CD a CK.
Ond: ,dovendo effere egualt [t due tri-
anﬁo]r CAK, CDL, conforme tolto
da efli il comune triangolo CDF, ri-
mane il trapezio A FDK eguale al
triangolo DFL ; cosi, fe dalli medefimi
triangoli tolgafi I 2ltro comune CAE,
rimanera il triangolo A E K eguale al
trapezio A ED L.

109. Ricavali in ‘econde luogo, che
fe nell’ elliffe prenda’i un’ altro punto
P ad arbitrio , da coi tirinfi le rette
PQ, PR parallele alle duve AE, DF,
che ¢ mcontrmo coll” affe f\B HE punu
Q, ed R, e colla DE pe’ punti O,
ed S; fia il triangolo P QR eguale al
comﬁondente trapezic ARSK. In
fatti , effendo il triangolo CAK al
triangolo CFD, come il quadrato del-
la CA al quadrato della CF ; fara
dividendo il triangolo C A K al trape-

zio AFDK , come il quadrato decila
CA
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C A al rettangolo delle due AF,BF;
e per la ftefla ragione fard ancora il
triangolo CAK al trapezio AR SK,
come il quadrato della C A al rettan-
golo delle due AR, BR.

110. Quindi , dovendo effere ordi-
nando , come il trapezio A FDK al
trapezio AR SK , cosi il retrangolo
delle due AF, BF al retrangolo dell’
aitre due AR,BR ; faranno gli ftefli
due trapezj, come li quadrati delle due
ordinate DF, PR. Ma li quadrati di
quefte due ordinate fono nella flefa
ragione colli due triangoli DFL, PRQ.
Dunque ancora li due trapezj faranno,
come queflti due triangoli; e per tanto,
effendo il triangolo DFL eguale al
trapezio A FDK | fara I’ altro trian-
golo PR Q eguale all’ altro trapezio
ARSK.

111, Ricavafi finalmente,che il tri-
angolo PS O, formato dalle ftefle dye
PQ, PR colla Dd, con cui s incon-
trano, fia eguale al corrifpondente tra-
pezio QOD L. Interfeghinfi parcid le
due AK, DL nel punto I. Ed eflen-
do il triangolo DF L eguale al trape-
zio AFDK ; tolto da effi il comune
trapezio A F DI, faranno eguali li due
triangoli AIL , DIK ; e per tanto
coll’ aggivnta del comune pentagono

ARSDI, fara il trapezio RSDL

egua-

Ry e e e o
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ecuale al trapezio ARSK. Ma a
quefto fecondo trapezio ¢ eguale anco-
ra il triangolo P R Q. Dunque, facen-
dofi il triangolo PR Q egunale altresi
al primo trapezio RSDL, fara il tri-
angolo P'S O eziandio eguale al trape-
zio QOD L.

112. Ricavate dal premeflo teorema
quefte confeguenze , dimoftreremo ora
primieramente , che la Dd tirata per
lo centro C fia diametro dell’ elliffe ,
ciot, che divida per meti,non folo la
A M , ma ogn’ altra retta , che rtirila
dentro dell’ elliffe parallela alla AM .
Prolunghifi percio la P Q per fino a
che s’ incontri di nuovo coll’ elliffe nel
punto p, da coi tirifi la ps parallela
alla PS, che s’incontri colla D d nel
punto s. Effendo adunque eguale allo
fteffo trapezio QODL , cosi il trian-
gcolo POS, come il triangolo pOs,
{aranno eguali tra di loro quelti due
triangoli . Ma li medefimi , per eflere
fimili, fono come li quadrati delli loro
lati omologi PO, pO. Dunque ancora
quefti lati faranno eguali ; e per tanto
la Pp, parallela alla AM, fara divifa
per meta nel punto O.

113. Dimoftreremo in appreflo, che
1l diametro D4 abbia la {tefla proprie-
ta dell’ affe A B, ciod , che li quadrati
delle due fue ordinate AE,P O fiano

tra
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tra di loro , come il rettangolo delle
due porzioni DE , dE al rettangolo
dell’ altre due DO, 4 0O. In fatti, ef-
fendo il triangolo C DL al triangolo
CEA, come il quadrato della CD
al quadrato della C E; fard dividendo
il triangolo CDL al trapezio AEDL ,
come il quadrato della CD al rettan-
gelo delle duve DE, dE. E cosi an-
cora ,eflendo il triangolo CD L al tri-
angolo CO Q, come il quadrato della
C D al quadrato della C O ; {ard di-
videndo 1l triangolo C DL al trapezio
QODL, come il quadrato della CD
al rettangolo delle due DO, 4O.
114. Quindi ordinando il trapezio
AEDL fara al trapezio QODL ,
eome il rettangolo delle due DE , 4E
al rettangolo dell’ altre due DO, do.
Ma li due triangoli AEK, POS -
no f{tati dimoftrazi eguali a quelli due
trapez ; e li medefinfi, come triangoli
fimili, fono come li quadrati delli loro
lati omologi AE, PO . Dunque il
quadrato dell’ ordinata AE fara al qua-
drato dell’altra ordinaza PO, come il

rettangolo delle due porzioni DE JE,

corrifpondenti alla prima ordinata , al
rettangolo dell’ altre due DO, 40,

che corrifpondono alla feconda .
115. Se poi la DV, parallela all’or-
dinate AE, PO, fia di tal lunghezza,
che
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chz il quadrato di ciafcuna dell’ ordi-
nate fia al rettangolo delle porzioni
del diametro , prefe dalli due vertici ,
e corrifpondenti alla ftefa ordinata ,
come DV a Dd; fara ia DV il pa-
rametro del diametro D d ; ed il ret-
tangolo delle duve DV ,Dd i dira el-
fere la fua figura . E fe in oltre con-
giungall la @V, con cui vadafi ad in-
contrare | ordinata PO nel punto X,
fara il quadrato della ftefla P O egua-
le al rettangolo delle duve DO, GX
per la ragione, che eflendo OX a 40O,
come DV a Dd,ancora il rettangolo
delle due DO, OX fta al rettangolo
delle due DO, dO, come DV a Dd.

116. Pud dimoftrarfi intanto , che
la figura dell’ affe AB fia alla figura
del diametro Dd , come f{ono li qua-
drati delle loro ordinate DF , AE .
Sia pereid AH il parametro dell affe
A B; ed effendo il quadrato dell’ ordi-
nata DF al rettangolo delle due AF,
BF, come A H ad AB, o pure co-
me la figura dell’afle AB al quadrato
dello fteffo affe ; fara permurando il
quadrato dell’ ordinata DF alla figura
dell’ affe AB, come il rettangolo delle
due AF, BF al quadrato dello {leflo
affe. E per la medeﬁm? ragione anco-
ra il quadrato dell’ altra ordinata A E
fara alla figura del diametro D4, co-

me
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me il rettangolo delle due DE , JE
al quadrato dello fteffo diametro.

117. Effendo poi proporzicnah le
quattro CF, CA, CE,C D, f{aran-
no proporzionali ancora li loro quadrati;
ed in confeguenza dividendo il rettan-
golo delle due AF , BF fara al qua-
drato della CA , come il rettangolo
delle due DE , 4E al quadrato della
CD. Ma di queftt due guadrati fono
quadrupli 1i quadrati dell’ afle AB, e
del diametro Dd. Dungque fard ancora
il rettangolo delle due AF , BF al
quadrato dell'afle A B, come il rettan-
golo delle due DE , 4 E al quadrato
del diametro D4 . Onde , dovendo ef-
fere il guadrato dell’ ordinata DF alla
fisura dell’ affle A B, come il guadrato
dell’ ordinata A E alla figura del dia-
metro D d; faranno le due figure, co-
me li quadrati delle due ordinate DF,
AE.

118, Del rimanente , comungque den-
tro dell’ elliffe tirifi la Pp, ficcome dal
vertice dell’affe A fi puo fempre tirare
dentro della ftefla elliffe ]a AM paral-
lzla alla Pp; cosi fempre dovra effer-
vi un diametro, che feghi per metd
tanto la A M, quanto la Pp. Quin-
di, fe fia data nel piano la fola ellifle
A M B, conforme con tirare dentro dt
efla due rette parallele Pp, Qg , e

con
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con dividerle per meta ne punti O,ed
R , dec effere la Dd, che paffa per
quefii due punti, uno de’ fuoi diametri;
cosi , fe dividafi in appreflo la ttefla
D4 ancora per metd nel punto C, fa-
ra queito punto C il centro dellellille,
per cui dovranno paffare trti gl altri
diametri.

119. Se il diametro ritrovato Dd
{feghi le due parallele Pp, Qg ancora
ad angoli retti, chiaro fi ¢ , che egli
fia I"affe dell’elliffe ; ma fegandole ob-
bliquamente , potrd determinar(i lafle,
con defcrivere col centro C, e coll'in-
tervallo della CD I arco circolare DM,
che fechi I' ellife nel punto M ; poi-
ché, congiunta la DM , ed abbaffata
su di efla dal centro C la perpendico-
lare CF, che s incontri coll’ elliflc ne’
punti A , e B, dividera la AB per
meta, e ad angoli retti, tanto la DM,

uanto ogn’ altra retta, tirata dentro
dell’ elliffe parallela alla D M; ed in
confeguenza la ftefla AB fard l'affe dell
el.ile .

120. Ed in vero, avendo ogn'altro
diametro dell’ elliffe la {tefia propriera
dell’ affe, non folo potra defcriverfi Fel-
liffe nella maniera infegnata di fopra ,
effendo dato qualfifia {uo diametro in-
fieme col parametro, e colla poflizione

delle fue ordinate ; ma il teorema di-
Imo-
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moitrato per rapporto all’afle, con tut-
te le confeguenze da effo ricavate, do-
vrd aver 1nogo ancora per rapporto ad
ogni diametro ; onde non ¢ da porfiin
dubbio, che la A B divida pzr mera ,
e ad angoli retti, cosi la DM, come
oen’ altra retta, che tirafi dentro dell’
elliffe parallela alla DM ; ed in con-
fecuenza , che la ftefla A B fia I affe
dell’ ellitiz .

121. Per la {teffa ragione,{e di un
diametro dell’ elliffe , come Dd , Dha
nota la pofizione delle {ue ordinate ,
potra facilmente determinarfi la poli-
zione dell’ ordinate di quaififia altro
diametro A B . Si abbaffi percid {ul
primo D d dal vertice dell’ altro A B.
' ordinata A E ;e fe da queft’ altro ta-
glifi la porzione AF in modo, che CF
fia a CA, come CE a CD, fara la
DF una deiic fue ordinate ; e {1 avra
in appreffo il fuo parametro , {e pro-
lungata la DF raimente per fino al
punto G, che fiano continuamente pro-
porzionali le tic AF,DF, FG, tiril1
per lo {uo vertice A la AH parallela
alla ftefla DF, che vadali ad incontra-
re colla BG nel punto H .

6.IX.
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§u IX-

Delli diametri conjugats dell elliffe

122, QUalunque {ia il diametro dell’

ellife , non v’ ha dubbio ,

che debba effervi un’ altro
diametro, che fia parallelo alle {ue or-
dinate ; ma quefto fteffo fa, che all'or-
dinate di queft’ altro {1a ancora paraile-
lo il primo diawmetro. Pongall percio
che A B fia un diametro qualfifia deil’
elliffe , e per lo centro C tiril I aitro
diametro D d parallelo alle fuc ordina-
te . Io dico, che il diametro A B [ia
eziandio parallelo all’ ordinate di queft’
altro D d. Per dimoftrarlo , tirifi la
M m parallela al diametro AB , che
s’ incontri coll’ ellife ne’ punti M, ed
m , e coll’ alcro diametro Dd nel pun-
o O.

123. Adunque, fe dallt pont M,
ed m i abbaflino f{u] diametro AB I’
ordinate M N, mn , {aranno eguali [i
loro quadrati ; e per tanto il rertango-
lo delle due AN, BN {ara ancora e-
guale al rettangolo dell’ altre due A #,
B 7. Quindi, tcgliendo quefti due ret-
tangoli dalli quadrati delle due C A
C B, che (imilmente {fono eguali , {a-
ranno eguali altresi li quadrati delle

due
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due CN, Cn, o pure delle due MO,
m () ; ed in confeguenza , eflendo la
Mm divifa dal dxametro Dd egnalmen-
te nel punto O , faranno le Tue metd
MO, mo ordinate dello f{teflo dia-
metro .

124. Avendofi due diametri di que-
fla indole, ciafcuno di efli dicefi eilere
conjugato dell’ altro ; ed egl ¢ facile
il dimoftrare, che il conjugato D4 fia
mezz0 proporzionale tra il diametro AB,
di cui & esli conjugato, ed il parame-
tro AH dello fteffo diametro. In fatti,
eflendo la D C ordinata del diametro
A B, 1l {fuo quadrato fara al rettango-
lo delie due AC, BC, o fia al qua-
rato di una di effe AC , come AH
ad AB. Ma li quadrati delli due dia-
metri Dd , A B fono quadrupli delli
quadrati delle due DC, AC. Dun-
que, dovendo eflere efli anccra, coma
AHad AB; fara AH a D4, come
Ddad AB.

12§. Quindi , fe due diametri con-
jugati porﬂaﬁ in mezzo ai Joro para-
metri, i avranno con efli quattro ret-
te continnamente proporzionali . Onde,
ficcome la figura di qualfifia diametro
¢ eouale al quadrato del fuo conjuga-
to 5 cosi il retrangolo di due dlametrx
conjugati fara enualﬂ al rettangolo delli
loro parameiri. "Ed in oltre , conforme

un
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un diametro é maggiore, o minore del
fuo conjugato , fecondo che & maggio-
re, o minore del fuo parametro; cosi,
fe un diametro fia maggiore , o mino-
re del {fuo parametro , dovra eflere al
contrario il fuo conjugato minore , o
maggiore del parametro , che ad effo
compete .

126. Attenta I’ indole delii diametri
conjugati, chiaro fi ¢, che le loro or-
dinate fiano su di efli egnalmente in-
clinate ; onde,dovendo I'afie fimilmen-
te avere il fuo conjugato , fara quefto
fuo conjugato un’ altro afle dell’elliffe .
Conforme poi delli due affi uno dee
eflere maggiore dell’ altro ;cosi per po-
co, che fi voglia riflettere , " intendera
facilmente , che di tutei i diametri il
maflimo fia I’ affe maggiore,ed il mi-
nimo I afle minore ; anzi s intender}
ancora , che degl altri diametri il pilt
vicino all’ affe maggiore fia maggiore
del pii lontano ; e che 1i due egnal-
mente ditanti dallo {teflo affe fiano tra
di loro eguali,

127. Per quanto tocca ai parametri
degh ftefli diametri , chiaro ancora fi
¢ , che ficcome il minimo di tutti &
il parametro dell’ affe maggiore , ed il
maflimo il parametro dell’ affe minore;
cosi degl’ altri il parametro del diame-
tro pil vicino all’ affe maggiore i

Tom,111, D Hli=
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minore del parametro , che rapportafy
al diametro pil lontano ; ed effendo due
diametri egualmente diftanti dallo fteflo
afle , faranno eguali li loro parametri.
Ma egli é da notarfi, che conforme li
diametri vicint all’ afle maggiore hanno
per loro conjugati gl aleri vicini all'al-
fe minore; cosi li primi faranno mag-
giori,ed al contrario li fecondi minori
delli loro parametri,

128. Separanfi intanto gl’ uni dagl’
altri diametri per due conjugati , che
fono eguali,non folo tra effo loro, ma
eziandio colli loro parametri; e pofllo-
no determinar(i queiti due conjugati c-
goali per mezzo degli fteth aili, ed
ecco come. Sia A B " afle maggiore ,
e Dd I’altro minore. Congiunganh le
rette AD, Ad, BD,Bd; e ficcome
tutte quattro debbono eflere eguali ,
cosi faranno parallele altresi, ranto le
duec AD, Bd, quanto le duve BD ,
A d; onde li diametri Mm, Pp, che
dividono 1’ une , e I altre per meta ,
come egualmente diftanti dall’alfe mag-

iore A B, faranno tra di loro eguali.
Ma gli flefli diametri fono ancora con-
jugati , per effere ciafcuno di efli pa-
rallelo all’ ordinate dell’altro. Dungue
li conjugati eguali , che fcparano gl
altri difuguali , faranno li due Mm ,

Pp.

129,
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129. Li dueafli poil tanto meno dif-
ferifcono tra eflo loro , quanto meno
ciafcuno di efli differifce dal {uo para-
metro : dimodochéd , facendofi uno delli
due afli cguale al fuo parametro , fi
faranno eguali gli {tefli affi ; ma, quan-
do cid avviene , fi faranno eguali tra
di loro rtutti li diametri, onde I elliffe Fig.
fi cambiera in circonferenza di cerchio. 24.
In fatti , fe I’ alfe A B fia eguale al
fuo parametro, fara il quadrato di qual-
fifia fua ordinata M N eziandio egua-
le al rettangolo delle corrifpondenti por-
zioni dell’ affe A N, BN . Onde coll’
aggiunta del comune quadrato della CN,
fara il quadrato della CM eguale al
quadrato della CA ; e per tanto, fa-
cendofi eguali le due CM, CA, fara
il diametro Mm eziandio eguale all’
afle AB.
130. Del rimanente da civ, che la
figara di quallifia diametro fia eguale
al quadrato del {uo conjugato, pofifono
dedurfi molte confeguenze, che cicon-
durranno ad una proprietd molto rile-
vante degli ftefli diametri conjugati . Fig.
Siano percid li due diametri AB, M, 25.
su di cui reciprocamente dalli loro ver-
tict i abbaffino I’ ordinate MIN , AE,
e degli {teli diametri, conjugati ne fia-
no gl altri due Dd, Pp. Io dico pri-
mieramente , che le due ordinate MN,
D 2 AE
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A E fiano nella {tefla ragione con que-
fti due conjugati D4,Pp, ed in con-
feguenza colle loro meta CD, CP.

131. La ragione ¢ chiara , poiché
fecondo ¢ ftato difopra dimoftrato (116),
li quadrati delle due ordinate M N,
A E fono , come le fisure delli loro
diametri A B, Mm. Ma le figure di
quefti diametri fono eguali ai quadrati
delli loro conjugati Dd, Pp. Dungue,
come fono li quadrati di quefti due
conjugati, cosi faranno altresi li qua-
drati delle due ordinate MN ; A E
e per tanto le {lefle ordinate f{aranno
proporzionali , tanto colli due conjugati
Dd, Pp, quanto colle loro meta CD,
CP

132. lo dico in fecondo lungo, che
fe ful conjugato Dd fi abbafli dal ver-
tice dell’altro Pp I ordinata PO, fia
CDaCO, come CA a CN. Per
dimoftrario, tirifi la EF parallela alla
MN . E conforme CD fta a CP,
come M N ad AE; cosi, per gli tri-
angoli equiangoli CPO, AEF, CP
fta a CO, come AE ad EF ; onde
ordinando CD fara a CO , come MN
ad EF. Ma, per gl’ altri triangoli e-
quiangoli CM N, CEF,MN f{ta ad
EF, come CM a CE, o pure come
CA a CN. Dunque ancora CD fara
a CO,come CAaCN,

133
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133. lo dico in terzo luogo , che
il quadrato dell’ ordinata M N fia e-
guale al rettangolo delle due DO, 4O.
In fatti, eflendo proporzionali le quat-
ro CD ,CO, CA, CN, faranno
pcoporzionali ancora li loro quadrati ;
e per tanto dividendo il quadrato della
CD fari al rettangolo delle due DO,
40 , come il quadrato della CA al
rettangolo delle due A N, B N. Ma,
per eflere CD, M N ordinate del dia-
metro A B, il quadrato della C A fta
al rettangolo delle due AN, BN, co-
me il cuadrato della C D al qunadrato
della M N. Dungue il quadrato della
CD f{ara al quadrato della M N * co-
me lo fteflo quadrato della CD al ret-
tangolo delle due DO, 4O ; ed in
confeguenza il quadrato dell’ ordinata
M N fard eguale al rettangolo delle
due DO, 40.

134. lodico finalmente, che alcon-
trario il quadrato dell’ altra ordinata
P O fia egunale al rettangolo dell altre
due AN, BN. In fatti, eflendo CA,
PO ordinate del diametro D d, fara
il quadrato della CD al rettangolo del-
le due DO, d0 , come il quadrato
della C A al quadrato della PO. Ma
fi ¢ veduto poc’ anzi , che il quadrato
della CD fia al rettangolo delle due
DO, dO, come il quadrato delia CA

D 3 al
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al rettangolo delle due AN, BN .
Dunque ancora il guwadrato della C A
fara al quadrato della PO, come lo
fteflo quadrato della C A al rettangolo
delle due AN , BN ; e per tanto il
quadrato dell’ ordinata P O fara esuale
al rertangolo delle due AN, BN,

135. Or la proprietd rilevante delli
diametri conjugati, a cui ci conducono
le riferite confegnenze , i &, che fe
congiungan{l infieme li quadrati di due
di efli, fi abbia fempre la ftefa fom-
ma, cio¢ quella ftefla , che ricavafl ,
con unire infieme li quadrati delli due
afli. Pongafi percid, che AB, DJd fia-
no It due afli dell’ elliffe. Effendo a-
dunque il quadrato della M N eguale
al rettangolo delle due DO, dO, ed
il quadrato della PO eguale al rettan-
golo dell’ altre duve A N, B N ; faran-
no li due quadrati infleme eguali ai
due rettangoli ancora uniti infieme .
Onde , ficcome con aggiungere agl’ uni,
e agl altri li quadran delle due CO ,
CN , fi fanno li quadrati delle due
CM, CP eguali ai quadrati dell’altre
due CA, CDj cosi li quadrati delli
due diametri conjugati M m , Pp fa-
ranno ancora egualt at quadrati delli
due afi AB, Dd.

136. Da quefta proprietd intanto
puo dedurfene un’ altra, non meno rile-

vante
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vante ,che ¢ comune a tutti li diame-
tri, e (i &,che {fe ai diametri aggivn-
ganfi li loro parametri, le fomme fia-
no nella reciproca ragione degli ftelli
diametri. In fatti, effendo la figura di
un diametro egunale al quadrato del fuo
conjugato , fard il quadrato di qualfifia
diametro infieme coll’ altro del fuo con-
jugato eguale al rettangolo , che i fa
dal diametro , e dal parametro uniti
infieme nello fteffTo diametro . Onde ,
dovendo effere quefto rettangolo ancora
lo fteflo in tutti li diametri , ehiaro {1
¢, che fe a due diametri aggiunganii
li loro parametri , le fomme , che ne
rifultano, fiano nella reciproca ragione
degli ftefli diametri.

137. Attenta quefta proprieta , le
riferitc fomme ferberanno tra-di loro
lo {teffo ordine delli parametri : dimo-
dochd, ficcome la minima & la fomma,
che corrifponde all' afle maggiore , ed
al contrario la maflima quella , che
corrifponde all’ affe minore ; cosi dell
altre la fomma, che rapportafi al dia-
metro pilt vicino all’ affe maggiore ,
{ard minore di quella , che rapportafl
al diametro piu lontano dallo fteflo af-
fe; e {e mai due diametri {iano egual-
mente diltanti dall’ affe maggiore , fa-
ranno eguali tra diloro le fomme,che
ad efli corrifpondono : dal che ne fe-

D 4 588,
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gue , che la differenza di due diametri
fia minore della differenza de’ loro pa-
rametri.

138. Per mezz0 della fteffa proprie-
ta, fe fia dato il paramertro diun dia-
metro, {i potra facilmente determinare
i1l parametro di qualfifia altro diametro,
ed ecco come. Congiungafi primiera-
mente il parametro dato col fuo dia-
metro ; indi facciafi, come il diametro,
di cui {1 cerca il parametro,al diame-
tro, di cui il parametro ¢ dato , cosi
guella fomma ad una quarta proporzio-
nale ; e ficcome con quefta guarta pro-
porzionale fi ha la fomma del primo
diametro, e del fuo parametro ; cosi ,
fe da efla tolgali il diametro , fi avra
col refiduo il parametro , che fi di-
nianda .

139. Del rimanente , conforme fi ha
un parallelogrammo , ilcritto dentro dell’
elliffe, colle quattro rette, che congiun-
gono infieme li quattro vertici delli due
diametri conjugati Mm , Pp ; cosi la
fomma de’ quadrati , fatti dalli lati di
quefto parallelogrammo dee effere e-
ziandio fempre la flefla ; e cid per la
ragione , che attenta la proprietd di
qualfifia_parallelogrammo , quefli qua-
drati infieme debbono eflfere eguali ai
quadrati delli due diametri conjugati

Mm
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Mm,Pp, che fono le diagonali dello
fteflo parallelogrammo .

§. XL
Delle tangenti dell elliffe .

I40. Ncora nell’ elliffe le rette ,
che con effa s’ incontrano ,
poffono effere, cosi tangenti ,come {e-
canti ; onde, per dimoftrare con ordine
le loro proprieta, incominceremo fimil-
mente dalle tangenti, le quali incon-
tranft coll’ elliffe in modo, che reftano
interamente fuori di effa; ed il primo
teorema , che deeli dimoftrare , i €,
che fe per lo vertice A di un diametro
A B tirifi la AK parallela alla fua or-
dinata M N, quefta debba eflere tan-
gente dell’ elliffe .
r41. Se fia poffibile , incontrifi la
A K coll’ elliffe in un’ altro punto, co-
me D ; e prolunghifi I’ ordinata M N
per fino a che s incontri coll’ ellife
dall’ altra parte nel punto m. Poiché
dunque la AD ¢ tirata dal vertice A
del diametro A B per fino all’ elliffe ;
I' altro diametro , che divide la AD
per metd , dovra dividere egualmente
eziandio la fua parallela Mm. Ma la
Mm ¢ divifa per metd dal diametro
AB, per eflere {ue ordinate le porzio-
| D 5 ni

Fis.
26.
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ni di ela MN, mN. Dungue non &
egli vero, che AK incontrafi coll’ el
life nel punto D ; e per tanto , ca-
dendo fuori di effa, fard fua tangente.
142. Di quefto teorema & vero an-
cora il converfo, cioé , che effendo la
A K tangente dell’ elliffe nel puanto A,
debba eflere parallela all’ordinata M N
del diametro AB. Se cid fi niega , for-
mi la AK angolo col parametro AH,
fitvato nel vertice del diametro in fito
parallelo alla MN , e s’ incontri nel
punto E colla HL parallela al diame-
tro AB. Se adunque dalla AH taglifi
la porzione AF eguale alla HE , €
congiungafi la BE , che feghi Ia A K
nel punto D;per la defcrizione dell’el-
lifle , che fecondo I’ avvertimeats fatto
puo eleguirli con qualfifia diametro 5
fara D uno de’fuoi punti ; e per tanto
la AK fard fua fecante , e non gia
tangente. |
143. Quindi, ficcome per un'iftefls
punto non poffono tirarfi due parallele
ad una ftefla retta; cosi né pure ad un
mede{imo punto del]’ elliffe potranno
tirar{i due tangenti. Onde , effendo u-
na retta tangente dell’ elliffe , ogn’altra
retta, tyrata dal punto del contatto , do-
vra cadere dentro di efla, ed effere in
confeguenza fua fecante : dal che ne fe-

gue , che ancora nell elliffe | angolo
Imi-
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miftilineo , che forma con effa la fua
tangente , debba effere minore di ogn’
angolo acuto rettilineo.

144. S incontri ora la tangente MT, Frg.
tirata ad un punto dell’ elliffe M, con 27.
uno de’ fuoi diametri A B nel punto
T ed il fecondo teorema , che deel:
dimoftrare fi & , che abbaffata ful dia-
merro A B 1' ordinata M N , fiano le
tre CN,CA ,CT continuamente
proporzidnali . Sia percid Mm il dia-
metra, che ha per {uo verrice il pun-
to M , e fia ancora A O ordinata di
quefto diametro. Dovendo adungue ef-
fere parallele Je duz AO, M T; fara
COaCM,come CAaCT . Ma
CN fta aCA,come COaCM,
per effere MN , AO ordinate delli
due diametri A B, M m , tirate su di
effi reciprocamente dalli loro vertici .
Dunque CN fard a CA, come CA
a CT. -

145. Daquefto téorema intanto pof-
fono dedurfi molte confeguenze ; ed in
primo luogo , ficcome il rettangolo del-
le due CN, CT i fa eguale al qua-
drato della CA ; cosi il rettangolo del-
le due AT, BT fard eziandio egnale
al rettangolo dell’ altre due NT , CT.
In fatti , fe dal guadrato della CT
tolgali il quadrato della C A, rimane
il rettangolo delle due AT, BT, Ma,

D ¢ {e



834 BREVE TRATTATO

fe dallo fleflo quadrato della CT tol-
gali il rettangolo delle due CN, CT,
rimane il retrangolo delle due NT,
CT . Dunque , dovendo effere eguali
tra di loro li due refidui , fara il ret-
tangolo delle due AT, BT eguale al
rettangolo dell’altre due N T, C T.

146. Infecondo luogo, fe dalli punti
A, C, B tirinfi le rette Al 5 G IE 5
BL parallele all’ ordinata M N s che
s’ incontrino colla tangente M T ne’
puntt I, K, L: fary il rettangolo del-
le due AT, BL eguale al rettangolo
dell’altre due NM, CK. In facti R
eflendo il rettangolo delle due AT ;
B T egnale al rettangolo dell'altre due
NT,CT,; faranno proporzionali le
quattro AT, NT,CT, BT ; onde,
per gli triangoli equiangoli AT T ;
NMT, CKT,BLT, faranno pro-
porz:onali ancora I altre quattro A I 5
NM, CK, BL ; e per tanto il ret.
tangolo delle due eftreme AT y BL
fard eguale al retrangolo delle due di
mezzo N M, CK.

147. In terzo luogo , conforme le
due AI, BL, come parallele alla NM,
toccano I elliffe ne' punti A | e B, che
fono vertici del diametro A B, cosi il
loro retrangolo fara egunale al quadrato
della meta del fuo conjugato D4 , ed

In confeguenza eguale alla quarta parte
della
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della fua figura. Sia percid M R ordi-
mata del conjugato Dd ; e dovendo ef-
fere continuamente proporzionali anco-
rale we CR ,CD, CK, fard il
rettangolo delle due CR, CK, o pu-
re delle due NM, CK eguale al qua-
drato della CD. Ma il rettangolo del-
le due AT,BL ¢ egnale al rettangolo
delle due NM, CK. Duonque lo {tef-
fo rettangolo delle due AT, BL fara
eguale altresi al quadrato della CD
che ¢ la meta del conjugato D 4.

148. Finalmente, fe AH fia il pa-
rametro del diametro AB, fard il qua-
drato dell’ ordinata M N al retrangolo
delle due CN , NT , come AH ad
AB . In farii , effendo il rettangolo
delle due CN, CT eguale al quadrato
della CA ;tolto da efli il comune qua-
drato della CN, fara il rettangolo del-
le due CN, NT eguale al rertangolo
dell’ altre due AN, BN. Ma il qua-
drato dell’ ordinata M N fta al rettan-
golo delle due AN, BN, come AH
ad AB. Dunque lo fteflo quadrato
dell’ ordinata M N fard all'altro rettan-
golo delle due CN, N T {imilmente,
come AH ad AB.

149. Se poi AB fia affe dellelliffe, Fig,
dallo fteflo teorema poffono dedurfi al- 28,
tre confeguenze . Elevifi percid fulla
tangente M T la perpendicolare MSh, |

che

b J
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che s’ incontri coll’ aff: A B nel punto
S; ed io dico primieramente, che SN
fia. a CN , come ii parametro AH
all’ afle A B. Imperocche , facendofi il
quadrato dell’ ordinata M N eguale al
rettangolo delle dus SN, N T ; anco-
ra quelto rettangolo fara al rerransgolo
delle due CN, NT, comz AH ad
A B. Ma li due rettangoli fono tra di
loro, come SN a CN. Duanque SN
a CN [imilmente fara, come AH ad
AB.

150. Io dico in fecondo lnogo, chz
il quadrato della perpendicolare MS
fia al rettangolo delle due porzioni del-
la tangente IM,L M, come AH ad
AB. In fatti le due MS, MN, co-
me proporzionali colle due MT, NT,
fono proporzionali altresi, cosi colle due
IM, AN, come colle due LM, BN;
onde il quadrato della MS fard al ret-
tangolo delle due IM, LM, come il
quadrato della M N al retrangolo d:lle
due AN, BN. Ma il quadrato della
M N fta al rettangolo delle due AN,
BN, come AH ad A B. Dunque an-
cora il quadrato della MS fard al ret-
tangolo delle lue IM , LM, come
AH ad AB.

151. Io dico finalmente, che e DJ
fia I' 2ltro affe dell’ elliffe , Pp 1l con-
jugato di M m , e CQ un’ altra per-

pen-
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pendicolare abbaffata dal centro C ful-
la tangente M T ; fia CPa CD, co-
me CA a CQ. In fatti , fe PO fia
ordinata dell’ altro affe Dd , per quel
tanto ¢ {tato dimoftrato di fopra(r;2),
fara COa CD, come CN a CA,
o pure, come CA a CT. Ma, per
effere la tangente MT parallela al con-
jugato Pp, fono equiangoli li due tri-
angoli CPO, CTQ, ed in confeguen-
za CP ftaa CO, come CT a CQ.
Dunque perturbando fara CP a CD |
come CA a CQ.

152. Per mezzo di quefla proprietd
vedelt chiaramente, che la capacita del
parallelogrammo , che circonfcrivefi in-
torno all’ elhfle colle tangenti , tirate
ai vertici di due diametri conjugati, fia
fempre la ftefla . Onde ecffendo eguale
alla fua mertd altro, che ifcrivefi den-
tro dell’ elliffe , con unire infieme gli
fteflh vertici; ancora la capacita di que-
{t' altro dovra effere fempre la fteffa .
E poiche I lati, da cui ¢ racchiufo il
primo parallelog-ammo, fono eguali ai
due diamerri conjugati ; ancora in effo
fara fempre la (te(fa, cosi la fomma de’
quadrati delli fuoi lati, come l'altra de’
quadrati delle {ue diagonali .

153. Il terzo teorema , che deefi Fig.
dimoftrare , i ¢ | che fe AT , MI 29.
iano due tapgenti , che s’ incontriio

tra
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tra di loro nel punto I; li loro qua-
drati, fiano come le figure delli due dia-
metri , che hanno per vertict li due
punti del contatto A, ed M. Siano
percio A B, Mm queitt due diametri,
colli quali incontranfi le due tangenti
ne’ punti K , e T. Se adunque {usli
fte{li diametri fi abbaflino reciprocamen-
te dalli loro vertici | ordinate M N ,
AO,fara CNaCA , come CO a
CM. Ma, per la tangente MT , CN
fta a CA, come CA a CT ; e per
I’altra tangente AK,CO fta a CM,
come CM a CK. Dunque fara anco-
ra CAaCT,ccomeCMaCK;e
per tanto, facendofi eguali li due tri-
angoli CM T, CA K, faranno eguali
altresi gl altri due AIT, MIK.
154. Quindi, dovendo effere AT a
KI, come MI a TI; fara compo-
nendo Al ad AK, come MI ad MT.
Ma AK ftaad MN , come CA a
CN, o pure come CM a CO. Dun-
que , effendo M T ad AO ancora in
quelta fteffa ragione , fari ordinando
Al ad M N, come MI ad AQO; ed
i confeguenza permutando A I {ara
ad MI, come MN ad AO. Onde,
ficcome li quadrati delle due ordinate
M N, AO {cno, come le figure delli
loro diametri AB, MN ; cosi nella
ragione di quelte fteffe figure farannlo
il
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altrest 1i quadrati delle due tangenti
Al, MI : dal che ne {egue, che le
fteffe tangenti fiano, come Ii conjugati
delli due diametri AB, Mm.

155. Se poi la BL fia tangente dell’
elliffe nel punto B , e la medefima §
incontri colla M I nel punto L; anco-
ra li quadrati delle dne BL, ML fa-
ranno come le figure delli due diame-
tri AB, Mm. Ma, conforme da c10
nc fegue, che Al fia ad M I, come
BL ad M L; ed in confegnenza, che
il rettangolo delle due AI,BL fia al
rettangolo dell’ altre duve M I, ML ,
come fono li quadrati delle due AT ,
MI, o pure delle due BL , ML ; cosi
ancora quefli rettangoli faranno propor-
2ionali alle ftefle figure . Onde , effen-
do il rettangolo delle due AI, BL
eguale alla quarta parte della figura
del diametro AB (147),fara 'altro ret-
tangolo delle due MI, ML fimilmente

eguale alla quarta parte della figura

dell’ altro diametro M m .

156. Il quarto, ed ultimo teorema,
che deefi dimoftrare, i ¢, che fe al ver-
tice M di un diametro Mm urifi la
tangente M T, che s’incontri ne! pun-
to T con un altro diametro A B, ed
il conjugato di queft'altro diametro fia
Dd; debba effere il quadrato della tan-

gente MT al rettangolo delle due AT,
BT,

Fip,
29.
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BT, come la figura del diametro Mm
alla figura del conjngato D d dell'altro
diametro . Sia percid P p il conjugato
del diametro Mm, su di cai i abbafhi
I ordinata AF ; ed effendo parallele
cosi le due MT , CF, come le due
CM, AF, faranno equiangoli li dune
triangoli CM T, AFC; e per tanto
MT faraa CF, com= CM ad AF,

157. Eflendo adunque proporzionali
le quattro rette MT, CF, CM, AF,
faranno proporzionali ancora li loro qua-
drati, Ma, per effere CM , AF or-
dinate del diametro Pp , il quadrato
della CM fta al quadrato della AF 5
come il quadrato della CP al rettan-
golo delle due PF , pF. Dunque an-
cora il quadrato della MT fari al qua-
-drato della CF, come il quadrato del-
la CP al rettangolo delle du- PF ;
pY; ed in confeguenza, congiungendo
infieme glantecedenti, e li confeguenti
delle due ragioni eguali, faranno li qua-
“drati delle due M T, CP al quadrato
della CP, come il gnadrato della MT
al quadrato della CF, o pure come il
quadrato della CT al quadrato della
CA.

158. Quindi , conforme dividendo
dee effere il quadrato della MT al qua-
drato della CP , come i rettangoio

delle due AT, BT al quadrato della
. As
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C A ; cosi permutando fara il quadra-
to della M T al rettangolo delle due
AT , BT, come il gquadrato della
C P al quadrato della CA. Ma di
quefti due quadrati quadrupli ne fono
Ii quadrati delli due diametrt Pp, AB,
li quali fono eguali alle figure degl al-
tri due Mm, Dd. Dunque il quadra-
to de.la tangente M T f{ara al rettan-
golo delle due AT ,BT, come la fi-
gura del diametro Mm alla figura dell’
altro Dd, che é conjugato del diame-
tro AB.

§. XIIL
Delle fecanti dell eliiffe .

1%9. E rette,che incontranfi coll’

elliffe fegandola , imilmente
fono, o li fuoi diametri, o pure I’ or-
dinate degli {tefli diametri ; ma egli &
chiaro, che cosi 'une , come I altre
debbano fegare elliffe in due punti .
Poffono intanto due fecanti deil’ elliffe
incontrarfi ancora tra di loro j e poi-
ché le meta di qualfifia diametro fono
ordinate del fuo conjugato , potrda rac-
chivderfy in un fol teorema la proprie-
ta del loro incontro , con dire, che fe
due ordinate di due diverfi diametri 1n-

contranfi, cosi tra di effe , come coll
elliffe
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elliffe dall’ alera parte, li rettangoli del-
le loro porzioni, prefe dalli punti dell’
elliffe per fino al punto dell’ incontro,
lano come le figure degli ftefli dia-

metri .
160. Siano percid li due diametri

AB, OR, le di cui ordinate, prolun-
gate dall’ altra parte per fino allelliffz,
fiano Mm, Pp , ed incontrin{i quefte
due ordinate tra di loro nel punto E.
Io dico , che il rettangolo delle por-
zioni della prima ME ,; mE fia al ret-
tangolo delie porzioni della feconda PE,
pE , come fono le figure degli fefli
diameirsi AB, OR ; ed in confeguen-
7a , come fono li quadrati delli loro
conjugati, a cui fono eguali le due fi-
gure .

161. Pongafi primieramente , che
ciafcuna delle due Mm, Pp pafi per
lo centrc dellelliffe . E ficcome in que-
fto cafo interfeganfi tra di lorn nello
fteflo centro ; cosi, facendofi eguali le
porzioni di ciafcuna di effz, faranno li
rettangoli delle loro porzioni , come li
quadrati delle fteffe rette . Ma non pof-
fono le due Mm , Pp paffare per lo
centro dell’elliffe , fe non fiano conju-
gati delli due diametri AB, OR . Dun-
que li rettangoli delle loro porzioni ,
come proporzionali ai quadrati, che fi
fabno dalli conjugati delli due diamerri

AB,
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A B,OR, faranno come le figure de-
gli ﬁe(ﬁ diametri .

162. Pongafi in {econdo luogo, che Fig.
la fola Pp pafﬁ per lo centro dell’ el- 30.
liffe ; e {uppofto , che Dd fia il con-
jugato del diametro A B, fi abbafﬁno
su di eflo I’ ordinate PQ, MS,
ms, a cui facciali parallela la EF. Ef-
fendo adunque equiangoli li due trian-
goli CPQ, CEF , faranno propor-
zionali, cosi le rette PQ, EF, CP,
CE,come li loro quadrati . Ma i qua-
drato della P Q fta al gquadrato della
EF, o fia MS, come il rettangolo
delle due D Q,d Q al rettangolo dell’
altre due DS,ds. Dunque, come fo-
no quefti due rettangoli , cosi faranno
altresi li quadrati delle due CP, CE;
e per tanto dividendo il rettanpolo del-
le due DQ , 4Q fara al rettangolo
delle due SQ, s Q, come il guadrato
della CP al rettangolo delle due PE,
pE.

163. Eflendo poi, per gl ftefli tri-
angoli , proporzionali cosi le rette
CP,CE ,CQ,CF, come li loro
quadrati fary Gimilmente dividendo il
quadrato della CP al rettangolo delle
due PE, p E, come il quadrato della
C Q al rettangolo delle due QF, 4F.
Onde ancora il rettangolo delle due

D Q, 4Q fara al rettangolo dell’ aldtre
ug
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due SQ, sQ., come il quadrato della
C Q al rettangolo delle due QF,¢F;
e per tanto , congiungendo li termint
della prima ragione colli termini della
feconda, fara il quadrato della CD al
rettangolo delle due SF, st , ovvero
delle due M E, mE, come il quadra-
to della CQ al retrangolo delle due
QF , ¢F, o pure come il quadrato
della CP al rettangolo delle due P E,

,
d 164. Quindi, effendo li quadraui
delle due Dd, Pp quadrupli delli qua-
drati delle due C D, C P fara altresi
il quadrato deila D4 al rertangolo del-
le due ME, m E , come il quadrato
della Pp al rettangolo delie due P E,
p E; ed in confeguenza permutando il
quadraro della Dd fara al quairato
della Pp, come il rettangolo delle due
M E, mE al retrangolo dell’ altre due
PE, pE. Ma le due D4, Pp fono
i conjugati delli due diametri AB,
OR , onde li loro gquadrati {ono eguali
alle ficure degli ftefli diametri. Dun-
que , come fonp le figure delli due dia-
metri AB, OR , cosi fara il rettan-
golo delle due M E, mE al rettango-
lo dell’ altre due PE, pE.

165. Pongafi finalmente , che nef-

;1. funa delle due Mm, Pp pafli per lo

centro dell’eliifle C ; ed in quefto c?-—
o
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fo fi dimoftrerd facilmente lo {leflo teo-
rema , con tirare per lo centro C la
Ss, che paffi per lo punto E, in cui
interfegan(t le due Mm , Pp. In fat-
ti, dovendo eflere per lo cafo antece-
dente , tanto 1l rettangolo delle due
ME, mE alla figura del diametro AB,
quanto il rettangolo dell’ alire due PE,
pE alla figura dell’ altro diametro OR,
come il rertangolo delle due SE, s E
alla figura di quel diametro , di cui &
conjugato la Ss;fara il rettangolo del-
le due M E,mE al retrangolo dell’al-
tre due PE, p E nclla {teffa ragione,
in cai fono le figure delli due diametri
AB, OR.

166. Se li due diametri AB, OR Fug.
fiano conjugati , fara la Pp parallela 22,
al primo di effi A B, ed al contrario
la M m parallela all' altro OR ; ma ,
quando c¢id avviene , potra dimoftrarfi
i1l teorema indipendentemente dal cafo
precedente , con abbaflare ful diametro
A B I' ordinata P Q. Imperocche | fe
AH fia il parametro del diametro AB,
fara AH ad A B, come la figura del
diamstro A B alla figura del diametro
OR . Ma nella ragione di AH ad AB
fta, cosi il quadrato della MN al ret-
tangolo delle due AN, B N, come il
quadrato della P Q al rettangolo delle
due AQ,B Q. Durque, dovendo an-

corad
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cora effere nella ftefla ragione la diffe-
renza delli dvue quadrari alla differenza
delli due retrangoli ; fara il rettangolo
delle due ME , mE al rettangolo dell’
altre due PE, pE , come la figura
del diametro A B alla figura dell altro
diametro OR..

167. Or da quefto teorema delle fe-
canti, che dee aver luogo, eziandio fe
le due M m, P p incontranfi tra di lo-
ro fuori dell' elliffe, poffono dedurft li
due dimoftrati di {fopra intorno alle tan-
genti. In fatti nel fecondo cafo, fe la
M m facciafi cosi vicina al vertice A
del diametro AB, che diventi tangen-
te dell’ elliffe ; i faranno eguali le due
{ue porzioni M E ; m E. Onde , non
effendo differente il loro rettangolo dal
gquadrato di una di efle , fara 1l qua-
drato della tangente al rettangolo delle
due porzioni de!l diametro Fp, con cui
ia fleffa tangente s incontra , come la
ficura del diametro A B, che ha per
vertice il punto del contatto, alla figura
dzl diametro OR , di cui ¢ conjugato
Ialtro Pp. ‘

168. E cosi ancora nel terzo calo,
fe lo due Mm , Pp faccianfi cosi vi-
cine ai vertict A, ed O delli due dia-
metri AB, OR , che diventino tan-
genti dell’elliffe; {1 faranno eguali tra
di loro , ccsi le porzioni della prima

ME,



DELLE SEZIONI CONICHE.
ME, mE, come le porzioni della fe-
conda PE , pE . Onde , non eflendo
differenti li Joro rettangoli dalli qua-
drati delle due rette , che incontranfi
tra di loro,e toccano lelliffe nelli due
verticit A , ed O ; faranno li quadrati
di quefte due tangenti, come le figure
delli due diametri AB,OR , che han-
no per loro wvertici li due punti del
contatto .

169. Dalle fteflo teorema intanto
puo dedurfi altresi , che incontrandofi
una tangente con un’ ordinata di un
qualche diametro, prolungata dall’altra
parte per fino all’ ellifle, debba effere
1l quadrato della tangente al rettango-
lo delle due porzioni dell’ ordinata pro-
lungata , come la figura del diametro,
che ha per vertice il punto del contat-
to, alla figura dell’ altro diametro , a
cut rapportah ' ordinata. Ma, per di- Fig,
moftrarlo indipendentemente dal riferito 33.
teorema , fia AE la retta , che toc-
cando I’ elliffe nel vertice A del dia-
metro A B, incontrali nel punto E
colla Pp ordinata prolungata del dia-
metro OR . Io dico , che il quadrato
della AE fia al rettangolo delle due PE,
p» E, come la figura del diametro A B
alla figura dell’ altro OR.

170. Per lo centro C tirifi il dia-

metro Ss, che pafli prolungato per lo
Tom.III’. E pun-
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punto E , in cui la tangente AE in-
contrafi colla Pp; ed il quadrato della
tangente A E fara al rettangolo delle
due SE, s E, come la figura del dia-
metro AB alla figura di quel diame-
tro, di cni Ss.& conjugato. Ma per lo
fecondo cafo del teorema dimoftrato il
rettangolo delle due SE , sE fla al
rettangolo dell’ altre due PE, pE,
come la figura del diametro , di cui
S.s & conjugato , alla figura del dia-
metro O R, a cui rapportafi I'ordinata
prolungata Pp . Dunque ordinando il
guadrato della tangente AE fara al ret-
tangolo delle due PE, pE, come la fi-
gura del diametro A B alla figura del
diametro OR..

171. Del rimanente dal teorema di-
mofitrato ricavafi , che poffa il cerchio
fegare Velliffe, non folo in due,ma an-
cora in gquattro punti. In farti , fe li
due diametri AB , OR fiano egual-
mente diftanti da uno delli due afli §
faranno eguali, cosi li loro parametri,
come le loro figure . Onde , facendofl
il rettangolo delle due M E , m E e-
guale al rettangolo dell’ altre due PE,
pE ; il cerchio , che pafla per gli tre
punti P, M, p, paflera ancora per lo
quarto m . Ma, ficcome cid avviene ,

palora le diftanze delli due diametri

A B, OR da uno delli due afli fono
| egua-
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eguali tra di loro ; cosi da quefto fleflo
pud dedurli , che non poffa il cerchio
{fegare I’ elliffe in pit di quattro punti.

172. Se pot, eflendo li due diame-
tri AB , OR egualmente diftanti da
uno delli due affi, delli quattro punti
unifcan{i infieme li due M, ed m nel
vertice A del diametro A B, e formi-
no ivi un punto di contatto ; in tal
cafo il cerchio s’ incontrera coll’ elliffe
in modo, che fegandola negl’ altri due
P, e p, la tocchera nel punto A. E
fe queft’ altri due punti P, e p con-
giunganfi ancora infieme nell’ altro ver-
tice O del diametro OR , e formino
ivi un altro punto di contatto; lo ftef-
{o cerchio s’ incontrera talmente coll’el-
liffe , che fenza fegarla la toccherd nelli
due punti A , ed O . Onde fi vede ,
che , fe bene il cerchio pofla fegare l'el-
liffe , cosi in due,come in guattro pun-
ti ; nientedimeno fia impoflibile , che
il loro interfegamento facciali in tre
punti.

173. In fatti, fe un cerchio feghi
I elliffe nelli tre punti M , P, p , e
conginnti li due P, e p per la retta
Pp, ritrovii il diametro O R, che {e-
ghi la P p per metd ; potrd ritrovarfi
un’ altro diametro A B, che fia tanto
diftante da uno delli due affi dell’ el-
liffe, per quanto difta da effo il dia-

E =z metro
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metro QR . Onde , fe M N fia ordi-
nata di quelt’ altro diametro, che s'in-
contri prolungata , cosi colla Pp nel
punto E , come coll’ elliffe nel pun-
to m ; fard il rettangolo delle due
M E , m E eguale al rettangolo dell’
altre due PE,p E; e pertanto il cer-
chio fegherd I’ elliffe ancora nel pun-
to m.

174. Qualora dunque un cerchio in-
contrafi coll’ elliffe intre punti, uno di
efli dovrd effere punto di contatto, che
equivale a due punti d’interfegamento;
e i diftinguera un tal punto dagl altri
due per mezzo del diametro,tirato al-
lo ftefflo punto , che dee eflere tanto
diftante da uno delli due affi, per quan-
to difta da effo I' altro diametro , che
divide per meta la retta, che congiun-
ge infieme gl altri due puntijed in u-
na maniera conlimile potrd conofcerfi ,
{c li due punti,in cuiincontrafi tal vol-
ta un cerchio coll' elliffe , fiano punti d’
interfegamento ,0 pure di contatto ; ma
fe mai lincontro di un cerchio coll'elliffe
facciafi in un fol punto,non é da porli
in dubbio , che egli fia punto di con-
tatto .

§.XIII.
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§. XIII
De due foch: dell elliffe .

175, TErmineremo le proprietd dell’
ellife con quelle delli due

fochi , che in efla confideranfi. Chia-

manfi con quefto nome . li due puntt

dell’ afle maggiore,a cui fe.tirinlt l'or-

dinate, ciafcuna di effe {i fa eguale al-

la metd del parametro dello fteflo affe.

Cosi, fe AB fia I’ afle maggiore dell’ Fig.

elliffe, e ciafcuna delle due ordinate EF, 34.

e f fia eguale alla metda del fuo para-

metro AH; li due punti F , ed f di-

confi effere fochi dell’elliffe, per una pro-

prieta loro {peciale , che da qui a po-

co fard da noi dimoftrata. Onde , efl-

fendo eguali tra di loro le due ordina-

te EF, ef, faranno li due fochi F ,

ed f egualmente diftanti, cosi dal cen-

tro C, come dalli due vertici dell’alTe

A,eB.

176. Dall’effere ciafcuna delle due
ordinate EF, ¢ f egunale alla meta del
parametro A H, ne fegue , che li due
focht ¥, ed f dividano 1I'affe AB in
modo, che tanto il rettangolo delle due
AF , BF , quanto il retrangolo dell’
altre due Af,Bf fia eguale alla quar-
ta parte della figura dello fteffo ade .

E 3 In
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In fatti il quadrato dell’ ordinata EF
fla al rettangolo delle due AF , BF,
come il parametro AH all'afle AB,
o pure come i} quadrato del parametro
A H alla figura dello flefflo afle AB .
Onde, ficcome il quadrato dell ordinata
EF ¢ eguale alla quarta parte del qua-
drato del parametro AH; cosi ancora
il rettangolo delle due AF , BF fara
eguale alla quarta parte della figura
dell’ affe AB.

177. Quindi, fe Dd fia | afle mi-
nore dell’ elliffe , e conginngan(i le due
DF, Df; ciafcuna di effe fara eguale
alla metd dell’ affe maggiore AB. Im-
perocché , effendo la figura dell’ affe
maggiore A B eguale al quadrato dell’
altro minore D4 , fara il rettangolo
delle due AF, BF eguale al quadrato
della CD; onde, coll’ aggiunta del co-
mune quadrato della CF , faranno e-
guali li quadrati delle due CA, DF;
ed in confeguenza la DF fard eguale
alla CA: dimodoché, fe col punte D,
come centro , e coll’ intervallo della
metd dell’ affe maggiore CA defcrivah
un’ arco circolare , coll’ inter{fegamento
di queft’ arco collo {teffo affe fi avran-
no li due fochi dell elliffe .

178. Se poi la IL fia tangente dell
ellife in un qualche punto M, e la

medefima s incontrl coll’ altre due Al
BL
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BL, alzate perpendicolarmente full'afle
A B; fecondo ¢ ftato altrove dimoftra~
to (147) ,ancora il rettangolo delle due
AL, BL dee eflere egnale al quadrato
della: CD . Onde, facendofi quefto flef-
fo rettangolo eguale altresi al retran-
golo delle due AF , BF, fi potrd da
quefta ftefla uguaglianza facilmente de-
durre , che {e congiungafi il foco F
colli due punti I ; ed L per le rette
FI, FL, fia retto I’ angolo IFL, con-
tenuto da quefte rette ; ed in confe-
guenza, che li due fochi F,ed f pofla-
no determinarfi ancora, con defcrivere
un mezzo cerchio fulla IL, come dia-
metro .

179. In fatti, effendo il rettangolo
delle due A I, BI eguale al rettan-
golo dell’ altre due AF, BF, fara AL
ad AF, come BF a BL. Orde, fa-
cendofi equiangoli li due triangoli IAF,
FBL, fari I'angolo AIF eguale alt’
angolo BFL; e pertanto, coll agdiunta
del comune A FIj faranno h due an-
goli ALF, AFI eguali ancora aglal-
tri duoe BFL, AFI. Ma , per eflere
retto I’ angolo FAI , li due infieme
AIF, AFI formano un altro retto.
Dunque ancora gl’ altri due BFL ,
AFI formeranno infieme un’ angolo

retto ; ed in confeguenza l'angolo IFL,
E 4 fitua-
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fituato in mezzo ad effi, imilmente f{ard
retto.

180. Da cid poi, che il mezzo cer-
chio, defcritto fulla IL come diametro,
debba paffare per glidue fochi F,ed f,
ne fegue, che fe dal punto P , in cui
inter{eganfr le dne I’j?,uLF, fi abbafhi
fulla tangente IL la perpendicolare PM,
quefta debba dividerla nella ragione dell’
altre due AT, B L. Imperocche , el-
fendo I'angolo B F L eguale , cosi all’
angolo AI1F, come all'angolo PIM;
faranno egunali tra di loro quefti due
angoli . Onde , facendofi equiangoli li
due triangoli IAF, IMP, fara AT
ad MI,come FI a PI. Per la fleffa
ragione fara ancora BL ad ML , co-
. me fL a PL ; e per tanto , eflendo
FIaPI,come fLaPL, {ard AI
ad MI, come BL ad M L.

181. Effendo cosi, la perpendicola-
re , che fi abbaffa dal punto P fulla
tangente IL , dovra cadere propriamen-
te {ul punto del contatto M, per la ra-
gione, che in quefto punto rimane di-
-vifa la IL nella ragione delle due AI,
BL, In fatti, per quel tanto ¢ ftato
dimoftrato (133),fe Mm fia il diame-
tro, che ha per uno de’fuoi vertici il
punto del contatto M , faranno tanto
li quadrati delle due AI, M1, quan-
to (ii quadrati dell’ altre due BL , ML,

| come
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come la figura dell’ affe AB alla figu-
ra del diametro M m. Onde, dovendo
effere li quadrati delle due AL, MI
nella fteffa ragione colli quadrati dell’
altre due BL, ML, fara Al ad MI,
come BL ad ML.

182. Or dall’ effere la PM , che
conginnge il punto P col punto del con-
tatto M, perpendicolare fulla tangente
IL, ne fegue , che le due MF, M
tirate dallo ftefo punto del contatto M
ai due fochi F, ed f, debbano forma-
re angoli eguali colla ftefla tangente .
In fatti, eflendo retto, cosi I’ angolo
PMI, come I'angolo PFI ; il cer-
chio defcritto fulla PI , come diame-
tro , dovra paffare per gli due punu
M, ed F; ¢ per tanto I'angolo IMF
fard eguale all’ angolo 1 PF. Per la
ftefa ragione ancora !’ angolo LM |
fard eguale all’ angolo LPf; onde, ef-
fendo eguali tra di loro li due angoli
IPF, LPf, faranno eguali altresi gl
altri due IMF, LMf.

183. Per effere eguali li due ango-
li IMF, LMf, chiaro fi ¢, che la per-
pendicolare M S, alzata fulla tangente
IL dal punto del contatto M , debba
dividere , non folo per meta 1 angolo -
FM f,ma ancora la diftanza delli due
fochi Ff talmente nel punto S, che

SF fia ad Sf, come MF ad Mf ; ma
- E s dall’
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dall’ uguaglianza degli fteli angoli ¢
derivato altresi, che li due punti F, ed
f fianfi chiamati fochi: ecome in fatti,
fe colla rivoluzione dell’ arco ellittico
A M intorno all’ affe A B formifi un
fpecchio concavo, li raggi di lace, che
cadono fulla fua fuperficie da un corpo
Jucido , fituato nel punto f, attenta la
riferita uguaglianza , dovranno rifletterf;
in modo, che tutti {i riunifcano nell’al-
tro punto F.

184. Alle fteffe rette MF, Mf,
che tirate dal punto del contatto M

formano angoli eguali colla tangente

1L, compete ancora un altra proprie-
ta; e fi é, che le medefime unite in-
fieme fiano eguali all’ affe AB; ma
per dimoftrarla , fa duopo prima far
vedere, che fe per lo centro dellclliffe
C tirifi la CO parallela ad una di effe
MF, che s’ incontri colla tangente IL
nel punto O, fia ]a CO eguale alla
meta dello fteffo affe. Facciafi percid
la fR parallela alla ftelfla MF; ed ef-
fendo I angolo I MF eguale , cosi all’
angolo R M f, come all’'angolo MR ¥,
faranno eguali tra di loro quzfti due
angoli ; e per tanto, facendofi ifofcele

. il triangolo MfR , ed effendo eguali

le dee MO, RO, fard la fO per-

pendicolare {ulla tangente I L.
185, Quindi , dovendo il cerchic; .
e-
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defcritto fulla Lf, come diametro, paf-
fare per gli due punti B, ed O {ara
I'angolo BOL eguale all’angolo BfI.
E fimilmente , dovendo il cerchio, de-
feritto fulla 1f, come diametro , paf-
fare per gli due punti A, ed O; {ara
angolo AOI eguale all'angolo A fL.
Onde , facendofi eguali ancora li due
di mezzo AOB, IfL , ed effendo I
angolo IfL retto , fara retto altresi
I’ angolo AOB ; ed in confeguenza ,
conforme defcrivendoft un mezzo cer-
chio full’affe AB, come diametro,dee
egli paffare per lo punto O ; cosi la
CO farh epunale alla fua meta CA ,
ovvero CB.

186. Pofto cid , egli ¢ facile ora il
dimoftrare , che le due MF , M{ in-
fieme fiano eguali all’affe AB. Incon-
trifi percid la CO colla M f nel pun-
to Q ; ed effendo equiangoli , cosi li
due triangoli MFf, QCf , come gl’
altri due MR f, MO Q; chiaro fi ¢,
che fia dupla, tanto la MF della CQ,
guanto la fR, o fia M f della OQ;
onde le due mnfieme MF, Mf, come
duple della CO, faranno eguali all'affe
AB . Conforme poi quefta. proprieta
dee aver luogo , ovunque prendafi nell
elliffe il punto M ;cosi per rapporto ai
due vertici A, e B ricavafl ellada Ci0,
che effendo Ja AF eguale alla Bf ,

E 6 cosi
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cosi--leedue AF, Af, come le due
BF, Bf debbono eflere infieme eguali
all'affe AB.

- 187. Attenta una tal proprietd, fe
fia dato I’ alfe dell’ellife A B infieme
colli due fochi F, ed f, potrd ella de-
fcriver(i in un’altra maniera , molto pils
facile ad efeguirfi, ed ecco conre. Pren-

cato colle due fue eftremita ai due fo-
chi F, ed f, relti eguale all’affe A B;
indi per mezzo di un {tile conducali
lo fteffo filo intorno agli flefli fochi in
modo, che le due fue porzioni MF ,
M/{, le quali variano continuamente ,
reftino tefe. E {iccomz dallo fteflo fti-
le i {egnera nel piano una curva, in
cui le rette MF , MY, tirate da qual-
fiia fuo punto M ai due fochi F, ed
[ faranno infleme eguali all'affle A By
cosi quefta ftefla curva fara I elliffe ,
che fi dimanda.

Fig. 188. Alle medefime rette MF, Mf
37. tirate dal punto del contattoM ai due

fochi F; ed f,compete altresi una ter-
za proprieta ; e fi ¢ , che il loro ret-
tangolo fia eguale alla quarta parte del-
la figura del diametro , che ha per u-
no de’ {uoi vertici il punto M. Si ab-
bafli percid dal foco F fulla tangente
I L la perpendicolare F O, con cui va-

dali ad incontrare la M/, prolungata
verfo
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verfo M, nel punto R ; ¢ facendofi e-
guali li due angoli IMF, IMR, fa-
ranno eguali ancora, cosi le due MF,
MR, come le due FO, RO. Onde
il cerchio, che. defcrivefi fulla I L co-
me diametro, paffera non folo per lo
punto F, ma ancora per lo punto R
e per tanto il rettangolo delle due MR,
M/f, o pure delle due MF , M f, co-
me eguale al rettangolo dell’ altre due
MI, ML ,fara egnale alla gnarta par-
te della figura del diametro M m.

189. Vedell intanto, che fe la Mf
fi prolunghi a dirittura verfo R , con-
forme la tangente I L dividé per meta
I' angolo FMR ; cosi , fe facciaft la
MR eguale alla MF , la flefa tan-
gente debba dividere ancora per meta,
e ad angoli retti la FR. Se poi per lo
foco F tirifi la F G paraliela alla ran-
gente I L,che s’ incontrl colla Mf nel

unto G ; chiaro fi é,che fiano eguali
Fe due MF, MG. Onde la perpendi-
colare M S alzata dal punto del con-
tatto M fulla tangente IL, ficcome di-
vide I’angolo FMf in parti eguali ,
cosi dovra dividere altresi per meta, e
ad angoli retti la FG.

190. Ma , conforme con tirare la
F G parallela alla tangente I L , che
s’ incontri colla M f nel punto G, £
fanno eguali le due MF, MG ; cosi

anco~
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ancora il rettangolo delle due MG,
Mf dovrd eflere eguale alla quarta par-
te della figura del diametro M m. Se
poi la flefla MG incontrifi col diame-
tro M m nel punto K,-.faranno le due
fue porzioni MK, mK nella ftefla ra-
gione colle due MF , Mf . In fatti,
{e congiungafi la mF, faranno eguali,
e parallele le due Mf, mF ; onde,
ficcome fono eguali li due angoli IMF,
M F K, cosi faranno eguali ancora li
due LMf, mFK ; e per tanto , ef-
fendo I’ angolo M F m divifo per meta
dalla FK |, fara MK ad mK , come
MF ad mF, o fia Mf.

191, Per dimoftrare finalmente un’

liffe , prolunghifi I’affe AB verfo uno
delli due vertici , come verfo A , tal-
mente per fino al punto G, che fiano
continnamente proporzionali le tre CF,
CA,CG; e {ulla BG elevifi la per-
pendicolare GK , che riguardafi come
direttrice dell’ ellifle . Effendo adun-
que CA 2 CG ,come CF2CA,
conforme con togliere 1i termini del-
la feconda ragione dalli termini della
prima, dee effere AF ad A G, come
CF a CAj cosi, fe congiunganfi in-
fieme gli {teth termini, {ard BF a BG,
come CF a CA. |
192, Or una tal proprieta ha luogo

per
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per rapporto ad ogni punto dell’ elliffe,
ciot , che fe da un punto di effla M
tirifi cosi la MF al foco F , come Ia
MK perpendicolare fulla direttrice GK,
fia. MF ad MK , come CF a CA ,
o pure come la diftanza F f delli due
fochi all’affe AB. In fatti, per ragion
della perpendicolare MS , che divide
per metd I angolo F M f , dee eflere
MF ad Mf, come SF ad Sf. Onde,
conforme componendo MF {ta alla fom-
ma delle due MF , M f, ovvero alf
alfe AB, come SF ad Ff; cosi, pren-
dendo le meta delli due confegnenti fa-
ra MF a CA, come SF a CF ; ed
in confeguenza permutando M F fara
ad SF, come CA-a CF.

193. Effendo poi A H il parametro
dell’affe AB, e D4 I’ altro affe dell’
elliffe ; per la {telfa perpendicolare MS,
dee effere SN a CN, come AH ad
A B, o pure come il quadrato della
CD al guadrato della CA. Onde,
conforme dividendo CS fta a CN ,
come il quadrato della CF al quadrato
della CA, o pure come CF a CG ;
cosi, togliendo li termini della prima
ragione dalli termini della feconda, fa-
rd SF ad NG, come CF a CG. Ma
era MF ad SF,come CA a CI.Dun-
que ordinando fara MF ad NG, come
CA a CG,o pure come CF a CA;

e per
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e per tanto,eflendo eguali le due NG,
MK, ancora MF ad MK f{ara nella
ftefla ragione di CF 2 CA.

194. Del rimanente egli ¢& facile ad
intenderfi , che la diftanza delli dpe fo-
chi Ff fia mezza proporzionale tra la
fomma delli due affi , e la loro diffe-
renza ; dal che ne fegue , che quanto
meno differifcono tra diloro lidue affi,
tanto minore debba effere ia diftanza
delli due fochi : come in fatti, fe mai
li due affi faccianfi eguali, e colla lo-
ro uguaglianza l'elliffe cambiafi in cir-
conferenza di cerchio ; fvanird intera-
mente la riferita diftanza, e h due fo-
chi fi riuniranno col centro. La ragio-
ne poi, per cuiconfideranfi li due fochi
foltanto nell’ affe maggiore dell’elliffe |,
dee ripeterfi da cid, che folamente in
eflo poffono averfi due ordinate, di cui
ciafcuna fia eguale alla metd del fuo
parametro .

§. XIV.
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§. XIV.
Degl altri diametri dell sperbole .

195, REﬂano finalmente a dimo-

{trarfi |’ altre proprieta dell
iperbole, di cni moltiffime fono fimili
a quelle dell’ elliffe , e dimoftranfi pref-
fo 2 poco in una maniera guafi confi-
mile ; onde, per quanto a gquefte pro-
prieta , bafterd riferirle con quel mede-
fimo ordine,con cui fi fono dimoftrate
nell’ elliffe . Per incominciare adunque
~dag!’ altri diametri dell iperbole , anco-
ra in effa fi vuol notare , che fe divi-
dafi il fuo affe AB per meta nel pun-
to C, ogn’altra retta Dd , che tirata
per quefto punto terminafi alle due i-
perboli oppofte , refti eziandio divifa
per metd nello fteflo punto ; e quindi
fi ¢, che ancora nell’iperbole fiali dato
al punto C il nome di centro.

196. Colle rette poi, che tirate per
lo centro C terminanfi alle due iperboli
oppofte., fi hanno parimente gl’ altri
loro diametri ; e per dimoftrarlo , fa
duopo ancora premettere un teorema
fimile a quello, di cui fi ebbe bifogno
per la ricerca degl altri diametri dell
ellilfie : cioé, che f{e la Dd tirata per
lo centro C,divida per meta nel pun-

to

Fig.
39
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to E I'altra AM , tirata dal vertice
A per fino alla fiefla iperbole , in cui
ritrovafi quel vertice , e dal punto D
fi abbaffi full’ affe AB ! ordinata DF y
fia CE, aCD, come CF a CA.

197. - Da quefto teorema , che dimo-
ftrafi come nell’elliffe, ricavanfi le (ef-
fe confeguenze ; e fono I, che fe dalli
punti A , e D tirinfi le rette AK 5
D L parallele alle due DF , AE, di
cut la priaa- s’ ineomtri colid D 4 ned
punto K , e la fdconda coll’ afle A B
nel punte L ; fians li due triatgokt
DFL , AEK egmli ai doe trapezy
AFDK, AEDL . II, che fe nella
ftella iperbole prendafi un’ alero punto
P, da cui tirinfi le rette PQ, PR
paraliele alle fleffe due AE,DF, che
s’ incontrino coll’ affe A B ne’ punti Q,
ed R, e colla D4 ne’ punti O, ed S;
fia il triangolo PR Q eguale al corri-
fpondente trapezio ARSK. E III fi-
nalmente, che il triangolo PSO, for-
mato- dalle fteffe due PQ , PR colla
Dad, fia eguale al trapezio QODL ,
che ad effo corrifponde .

198. Ricavate dal premeffo teorema
quefte confeguenze , primieramente f
dimoftrerd , che la Dd | tirata per lo
centro C, fia diametro dell’ iperbole ,
cioé , che divida per met3 , non folo

la AM, ma ogn’ altra retta Pp, cha
tisify
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tirifi dentro dell’ iperbole parallela alla
A M; ed indi i fara vedere , che il
diametro D d abbia la {tefla proprieta
dell’ affe A B 5 cioé ; che li quadrati
delle du® fue ordinate AE, PO fiano
tra di loro,come il rettangolo delle due
porzioni DE , 4 E al rettangolo dell’
altre due DO, 40, e le dimoftrazio-
ni, cosi di quelle tre confeguenze, co-
me di quefti dee nuovi teoremi, faran-
no fimili a guelle dell’ eliiffe.

199. Se poi la DV parallela all'or- Fig.
dinate A E, PO fia di tal lunghezza, 4o.
che i} quadrato di ciafcuna dell’ ordi-
nate fia al rettangolo delle due porzio-
ni del diametro, prefe dalli due verti-
c¢i, e corrifpondenti alla fteffa ordina-
ta, come DV a Dd; fara la DV il
parametro del diametro D4, ed il ret-
tangolo delle due DV ,Dd fara la fi-
gura dello fteflo diametro . E conforme,
congiungendofi la dV ,ed incontrandols
con efla I’ordinata PO nel punto X ,

ure dee effere il quadrato della fleffa
PO eguale al rettangolo delle due DO,
O X ; cosi eziandio fi dimoftrera, che
la fignra dell’ affe A B fia alla figura
del diametro D d , come fono li qua-
drati delle loro ordinate DF, AE.

200. Si vuool perd qui notare , che
la fteffa D4 fia diametro altresi dell’

iperbole oppolta Bm ; ciod , che divida
an-
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ancora per meta le rette , che tiranfi
dentro di efla parallele alla AM ; ed
in oltre, che li quadrati di queft’ altre
fue ordinate f1ano [imilmente, come li
rettangoli delle porzioni della Reffa D4,
prefe dalli due vertici, e corrifpondenti
alle ftefle ordinate . Ed in fatti , fe
congiungafi la CM ,e la medelima di-
ftendali per fino a che s’ incontri coll’
iperbole oppofta nel punto m ; per ef-
fere eguali, cosi le due CB,CA, co-
me le duve Cm , CM, fara CB a
Cm, come CA a CM ; onde, con-
forme, congiunta la Bm, i fanno equi-
angoli li due triangoli CBm , CAM ,
cosi faranno parallele le due Bm , AM.
201. Se poi prolunghifi il diametro
D d per fino a che s incontri colla Bm
nel punto e ; faranno equiangoli altresi,
cosi li due triangoli CBe , CAE ,
come li due Cme , CME. Onde,
dovendo effere, tanto Be ad AE, quan-
to me ad M E nella ragione di Ce a
CE ; fara Be ad AE , come me ad
M E ; e per tanto , conforme fono e-
guali le due A E, M E, cosi faranne
eguali ancora le due Be, me. Quin-
di , fe full’ affe A B fi abbaffi I' ordi-
nata df, potra dimoftrarfi fimilmente,
che Cd fiaaCe,come CBaCf.
Onde colle confeguenze, che da cid ri-
cavanfi, potrd dimoftrarfi altresi . che
4!
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il diametro D4 divida per meta ogn’
altra retta , che nell’ iperbole oppoita
tirafi parallela alla Bm; e che li qua-
drati di queft’ altre f{ue ordinate fiano
eziandio , come li rettangoli delle {ue
porzioni, prefe dalli due vertiel, e cor-
rifpondenti alle {tefle ordinate.

202. Del rimanente , comunque in
una delle due iperboli oppofte tirifi la
Pp , ficcome dal vertice A dell’ afle
AB fi pud {fempre tirare dentro di u-
na di effe la AM parallela alla Pp ;
cosi fempre dovra effervi un diametro,
che feghi per meta , tanto la AM,
quanto la Pp. Quindi , fe fiano date Fig.
nel piano le fole due iperboli oppofte 41.
A M, Bm, conforme con tirare den-
tro di effe due rette parallele Pp, Qg,
e con dividerle per metd ne punti O,
ed R, dee eflferer la Dd, che paffa per
quefti due punti,uno de’loro diametri;
cosi, fe dividafi la {tefla Dd ancora per
meta nel punto C , {ard quefto punto
il centro delle due iperboli oppofte ,
per cui dovranno paflare tutti gl altri
loro diametri .

203. Se il diametro ritrovato D4
feghi le due Pp, Qg ancora ad an-
goli retti, chiaro fi ¢ , che egli fia I
affe delle due iperboli ; ma, fegandole
obbliquamente , potrd determinarfi l'af-

{fe , con defcrivere col centro C,e coll’
n-
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intervallo della €D I arco circolare
DM, che feghi la ftefla iperbole , in
cui ritrovall il vertice D del diametro
D d, nel punto M; poiché, congiunta
la D M , ed abbaffata su d1 effa dal
centro C la perpendicolare CF, che s
incontri colle due iperboli oppoﬁe ne’
punti A, e B, fara Ia AB il loro af-
fe, per la ragxone, che divide per me-
ta, e ad angoh retti, tanto la DM
quanto ogn altra retta, tirata in c1afcu-
na delle due iperboli parallela alla DML

204. Ed in fatti, avendo ogn’altro
diametro delle due iperboli oppolte la
{tefla proprieta dell aflz, non folo nel-
la maniera riferita di {opra potranno de-
fcriverfi nel piano , effendo dato gual-
fiia loro diametro infieme col fuo pa-
rametro, e colla pofizione deile {fue or-
dinate ; ma il teorema enunciato in-
torno all’affe, con tutte le confeguenze,
che da effo ricavanfi, dovra aver luogo
ancora per rapporto ad ogn’ altro dia-
metro ; onde non ¢ da porfi in dubbio,
che la A B divida per meta, e ad an-
goli retti, non folo la DM ,ma ancora
ogun’ altra retta , che in ciafcuna delle
Aue iperboli tirafi parallela alla ftefla
DM.

205. Per la ftefla ragione,fe di un
diametro dell’ iperbole , come D d, fia
nota le pofizione delle fue ordinate ;

po-
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potrd facilmente determinarfi la pofi-
zione dell’ordinate di gualfifia altro dia-
metro A B . Si abbafli percid ful pri-
mo Dd dal vertice dell’ altro AB I or-
dinata A E; e fe da queft altro taglifi
la porzione DF in modo, che CF fia
a CA, come CE a CD , fara la DF
una delle fue ordinate;e fiavra in ap-
preflo il fuo paragmetro , fe prolungata
la DF talmente per fino al punto G,
che fiano continuamente proporzionalt
le tre AF, DF, FG, tirifi per lo fuo
vertice A la A H . parallela alla flefla
DF, che vadafi ad igcontrare colla BG
nel punto H.

§. XV.
Delli diametri conjugati dell’ iperbole .

206. I diametri dell’iperbole fimil-
mente harng li lare conju-
gati , che fono le retre tirate per lo
centro parallele alle loro ordinate ; ma,
non terminandofi quefti loro conjugati
alle due iperboli oppofte , fa duopo ,
definirne la lunghezza, a {imjglianza di
quelli dell’ elliffe . Se adunque A B fia Fig.
un diametro dell’ iperbole , che abbia 42.
per parameiro la AH ; e tirata per lo
centro C la D d parallela alle {ve or-

dinate MN, mn , faccianfi le due CDZ}'
C
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Cd talmente eguali tra di lore, che la
tutta D4 fia mezza proporzionale tra il
diametro AB,ed i {uo parametro AH;
{fard Dd il conjugato del diametro AB,
onde a {imiglianza di cid , che ¢ ftato
dimoftrato nell’ elliffe , eziandio il fuo
quadrato {ara eguale alla figura dello
fteffo diametro .

207. Ed in vero , quantunque Ia
Dd non fi termini alle due iperboli
oppofte, ma eftendafi all'infinito, fenza
incontrarle ; nientedimeno ancora effa
merita il nome di diametro, per la ra-
gione , che divide per mertd le rette ,
che tranfi tra le {teffe iperboli paralle-
le al diametro principale AB. In fat-

, fe Mm f{ia una di quefte rette, di-
v:fa dalla Dd nel punto O,e dalli fuoi
termini {1 abbaﬁino su’l diametro AB
le ordinate MIN , mmn; per eflere eguali
Ii quadrati di que[}e due ordinate , fa-
ra il rettangolo delle due AN, BN
eguale al rettangolo dell’ altre due An,
B 2. Onde , con aggiungere ad efh li
quadrati fimilmente eguali delle due
CA,CB, fara il quadrato della CN
eziandio eguale al quadrato dell’ altra
Cn ; e per tanto, facendofi eguali le
duve CN, C#n, faranno eguali altresi
I altre due l\rIO mQ .

208. Le meta adunque di quefte ret-
te debbonfi avere , come ordinate del

| con-
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conjugato Dd; e fe la DI fia di lun-
ghezza tale,che al contrario il diame-
tro A B fia mezzo proporzionake tra il
fuo conjugato Dd, e la DI; fard
quefta DI i parametro del conjugato
Dd, e la figura dello fteflo conjugato
fara il rettangolo delle dve D4, DI.
Ma , ficcome Dd ¢ il conjugato del
diametro A B, cosi al contrario A B
dovra aver{i come conjugato del dia-
metro Dd ; onde li due diametri A B,
D d , confiderati infieme, {i diranno ef-
fere conjugati tra eflo loro;ed in que-
{ta guifa la figura di ciafcuno di eflr
fara eguale al quadrato del {uo conju-
gato.

209. Quindi ancora nell’ iperbole ,
fe due diametri conjugati ponganfi in
mezzo ai loro parametri , {i avranno
con efli quattro rette continnamente pro-
porzionali. Onde, ficcome la figura di
qualfifia diametro ¢ eguale al quadrato
del {uo conjugato ; cosi il rettangolo
di due diametri conjugati fard egunale
al.rettangolo delli loro parametri. Ed
in oltre ,conforme un diametro ¢ mag-
giore , o minore del {fuo conjugato ,
fecondoche € maggiore , o minore del
fuo parametro ; cosi , fe un diametro
fia maggiore , o minore del fuo para-
metro, dovra effere al contrario il {uo
conjugato minore , o maggiore del pa-

Tom.111, F Yamee
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rametro, che ad eflo compete.

210. Ancora I'affe dell’iperbole dee
avere il {uo conjugato ;e poiché le {ue
ordinate infifftono su di effo eziandio
ad angoli retti, fard egli un’ altro afle
dell’ iperbole , per rapporto al guale il
primo affe fara fimilmente .maggiore ,
o minore, fecondoché¢ ¢ maggiore , 0
minore del {uo parametro . Niente
perd vieta ,che in una qualche iperbo-
le li due alli fiano eguali , cosi tra di
lJoro, come colli loro parametri ; ma,
fecondo £i vedra da qui a poco , con
quefta uguaglianza non avviene altro
cambiamento nell iperbole, fe non che
ogn’ altro diametro fifa eziandio egua-
le al fuo conjugato ; onde fi &, che
facendofi li due conjugati eguali altresi
ai loro parametri , fiano eguali li lat
delle loro fisure , per la guale ugua-
glianza |’ iperbole chiamafi equilatera .

211. Egli & vero, che nell’ elliffe ,
con effere egunali li due affi , fi fanno
eguali ad efli totei gl' altri diametri
onde I’ elliffe fteffa cambiafi in circon-
ferenza di cerchio ; ma cid avviene per
la ragione , che nell’ elliffe di tutti li
diametri il maflimo ¢ I afle maggiore,
ed il minimo l'afle minore : quandoché
nell’ iperbole , non folo I affe & il mi-
nimo di tutti l1 diametri , ma ancora
affe conjugato ¢ il minimo di tuttli’

g
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ol altri diametri conjugati. Vedefi in-
tanto, che la circonferenza del cerchio
debbafi avere, come un’ellifle equilate-
ra ; e che | iperbole, ad effa corrifpon-
dente , fia fimilmente l'iperbole equila-
tera .

212. Or ficcome dalla configurazio-
ne ftefla dell’ iperbole chiaramente ri-
cavali, che I’ affe fia il minimo di tut-
ti li diametri ; cosi , attenta la flefla
configurazione , né pure ¢é da porll in
dubbio , che degl’ altri diametri il pin
vicino all’affe fia minore del pil1 lon-
tano, e che due diametri egualmente
diftanti dall’ affe fiano tra di loro e-
guali . Con aumentarfi intanto il dia-
metro, eziandio il fuo parametro dee
ricevere maggior aumento . Onde, per
quanto tocca ai parametri , {imilmente
il minimo di tutti fara il parametro
dell’ afle ; degl’ altri poi il parametro
del diametro pilt vicino all’ affe fard
minore del parametro , che rapportali
al diametro pill lontanc ; e finalmente,
eflendo due diametri egualmente diftan-
ti dall’affe, faranno eguali li loro pa-
yametri .

213. Lo fteflo ordine offervafi an-
cora , cosi tra li conjugati degli fleffi
diametri , come trz li parametri di que-
fti conjugati , ¢ non che , fecondo !’
avvertimento gia fatto , effendo li pri-

o mi

-
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mi diametri maggiori , o minori delli
loro parametri , debbono al contrario
li conjugati di efli eflere minori, o
maggiori delli parametri , che rappor-
tanft agli ftefh conjugati. E quantun-
que li conjugati , per non terminarfi
alle due iperboli oppofte, fiano effetti-
vamente difgiunti dalli primi diametri;
nientedimeno i vedrd in appreflo, che
la loro feparazione i fa, come nell'el-
lifle, per mezzo di due diametri, che
effendo tra eflo loro conjugati, fono e-
guali , tanto tra di efli , quanto colli
loro parametri.

Fie. 214. Notifi qui intanto, che quan-

42. tunque li conjugati delli diametri delle
due iperboli oppolte A M, B m abbia-
no ancora le loro ordinate ; nientedi-
meno incontrafi qualche divario nella
proprieta, che ad efli compete per rap-
porto alle fteffe ordinate , il quale di-
vario appunto deriva dal non terminarfi
li conjugati alle ftefle iperboli AM ,
Bm . In fatti nel diametro AB il qua-
drato della fua ordinata M N fta al
rettangolo delle due AN, BN, o fia
alla differenza tra li quadrati delle due
CN,CA, ecome AH ad AB ; ma
nel conjueato Dd il quadrato della fua
ordinata MO fta,non gia alla differen-
za, ma alla fomma delli quadrati del-

le due CO,CD,come DI a D4.
205
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215. Ed in vero , effendo li qua-
drati delle due CD, CA, come AH
ad AB ; fara il quadrato della M N
alla differenza tra li quadrati delle due
CN, CA, come il quadrato della
CD al quadrato della CA. Onde ,
congiungendo li termini della prima ra-
gione colli termini della feconda , fa-
ranno li quadrati delle duve MN, CD,
ovvero delle due CO,CD al quadra-
to della CN, o fia MO , {imilmen-
te come il quadrato della CD al qua-
drato della CA. Ma, per eflere la AB
mezza proporzionale tra le due DI ,
Dd, quefti due guadrati fono tra di lo-
ro, come Dd a D1I. Dunque ancora
li guadrati delle due CO, C D faran-
no al quadrato della MO, come Dd
a DI; e per tanto invertendo il qua-
drato della MO fard alla fomma delli
quadrati delle due CO , CD, come
DIaDL.

216. Del rimanente , comunque tra
le due iperboli oppofte AM, Bm t1-
vifi ]a M m, conforme in effe dee ef-
fervi fempre un diametro , a cui la
M m fia parallela ; cosi il fuo conju-
gato dividera per meta, tanto la Mm,
quanto ogn’ altra retta , tirata tra le
ftefle iperboli parallela alla Mm. On-
de, e Mm , Pp fiano due rette pa-

rallele , ¢ le madefime dividan{i per
F 3 meta
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metd ne’punti O, ed R; la Dd, che
pafla per quefti punti , fary diametro
conjugato. E quantunque, per non ef-
fer noti li fuoi wvertici , non fi pofla
con eflo determinare il centro delle due
iperboli ; nientedimeno, fe ritrovifi un’
altro conjugato, fi avra il centro coll’
interfegamento di ambidue.

§. XVL
Delle iperboli o che chiamanfi

conjugate .

217. Uantunque li conjugati dellf
diametri delle due iperboli
oppolte AM , Bm non i
terminino alle {teffe iperboli ; nientedi-
meno colli loro vertici {i hanno due
altre iperboli oppofte, che diconfi effe-
re conjugate delle due prime. Per di-
moftrarlo, fia Pp il conjugato dell’al-
tro diametro Mm ,e fiano ancora AE,
PR ordinate delli due Mm, Dd .
Io dico primieramente, che CA fia a
CN, come CD a CR. In fatti , li
quadrati delle due ordinate MN, AE,
come proporzionali alle figure delli due
diametri AB, Mm, fono come li qua-
drati delli loro con;ugatl Dd, Pp, o
pure delle due CD, CP; onde M N
faré ad AE, come CDaCP. Ma,
tirata
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timta la EF parallela alla MN , AE
fts ad EF , come CP a CR . Dun-
gne ordinando fara M N ad EF , co-
me CD a CR ; e pertanto , eflendo
MN ad EF , ¢ome CM a CE , o
pure come CA a CN, fara CA a
CN, come CD a CR.

218. lo dico in fecondo luogo, che
il quadrato dell’ ordinata M N fia e-
guale al rettangolo delle due DR, 4R.
Imperocché , effendo proporzionali le
quattro CA,CN, CD, CR, {a-
ranno proporzionali ancora li loro qua-
drati ; ed in confeguenza, ficcome divi-
dendo il quadrato della C A dee eflere
al rettangolo delle due AN , BN,
come il quadrato idella CD al rettan-
golo delle due DR, 4R ; cosi inver-
tendo fard il rettangolo delle due AN,
BN al quadrato della CA, comeil ret-
tangolo delle due DR ,d R al quadra-
to della CD . Ma, per |' iperbole, il
quadrato della M N fta al rettangolo
delle due AN, BN, come il guadra-
to della C D al quadrato della CA .
Dunque perturbando il quadrato della
M N fard al quadrato della C A, co-
me il rettangolo delle due DR, dR
allo fteffo quadrato della CA; e per
tanto il quadrato dell’ ordinata M N
zaﬁt eguale al rcttangolo delle due DR,

D 4 219,
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219. Io dico finalmente, che Ii dae
triangoli CM N , CPR fiano tra 4
Ioro eguali. Tirifi percid la M L pa-
rallela alla AE, che s’incontri col dia-
metro A B nel punto L ; ed effendo
CM a CE,non {folo come CA a CN,
ma ancora come CL a CA , faranno
le tre CL, CA, CN continuamente
proporzionali ; ed in confeguenza , fic-
come il quadrato della CA dee effere
eguale al rettangolo delle due CL ,
C N cosi, fe I'uno, e I’ altro tolgafi
dal quadrato della CN, fard il rettan-
golo delle due CN , NL ancora e-
gu%le al rettangolo dell’ altre due AN,
B N; e per tanto il quadrato dell’ or-
dinata MIN fara al rettangolo delle
due CN , NL f{imilmente , come il
quadrato della CD al quadrato della
CA.

220. Effendofi poi dimoftrato , che
CD fiaaCR ,come CAaCN ;
fara permutando CD a CA , come
CR a CN. Onde, eflendo li guadrati
delle duve CD, CA nella fteffa ragio-
ne colli quadrati dell’ altre duve CR ,
C N ; fara altresi il quadrato dell’ or-
dinata M N al rertangolo delle due
CN, NL, come il quadrato della CR,
al quadrato della CN ; ed in confe-
guenza permutando il quadrato della

MN fara al quadrato della CR, co-

me
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me il rettangolo delle due CN, N L
al quadrato della CN , o pure come
NL a CN. Ma li due triangoli MLN,
CPR, come fimili tra di loro, {fono
come li quadrati delle due MN, CR;
¢ gl altri due MLN,CMN, per a-
vere la ftefla altezza, fono come NL a
CN. Dunque fard altresi il triangolo
M LN al triangsolo CPR , come lo
fielo triangolo MLN al triangolo CMN;
e per tanto li due triangoli CPR ,

CMN faranno tra di loro eguali.
221. Cid pofto , non fara difficile

ora il dimoftrare , che colli vertici de-
gl’ altri diametri conjugati {1 abbiano
due altre iperboli oppofte . In fatti ef-
fendo eguali li due triangoli CPR ,
CMN, ed eflendo I angolo CRP
eguale all’angolo € N M ; faranno pro-
porzionali, cosi le quattro rette PR,
MN, CN, CR, come li loro qua-
drati . Onde effendofi dimoftrato , che
il quadrato della MN fia eguale al
rettangolo delle due DR , dR ; fara
il quadrato della PR al rettangolo.
delle duve DR , dR , come il qua-
drato della CN al quadrato della CR.
Ma i & dimoftrato altresi , che CA
fiaa CN, come CD a CR. Dun-
que , effendo il quadrato della CN
al quadrato della CR , come il qua-

drato della CA al quadrato della CD;
' | S fard
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fara il quadrato della PR al rettango-
lo delle duve DR , dR fimilmente ,
come il quadrato della CA al quadrato
della CD.

222. Se adunque defcrivan(i due al-
tre iperboli oppolte,,di cui al contrario
Dd fia il diametro principale, ed AB
1] fuo conjugato ; chiaro fi ¢ , che in
efle debbano effere fituati li vertici P,
e p dell’ altro conjugato Pp; e per la
ftefla ragione ancora li vertici deglaltri
conjugati dovranno avere la loro fitna-
zione nelle fteffe iperboli. Ma, ficcome
li diametri di queit’ altre iperboli fono
conjugati delli diametri delle due pri-
me ; cosi al contrario li diametri delle
due prime iperboli faranno conjugati
delli diametri di queft’ altre due ; onde
dovranno dirfi iperbolt conjugate , cosi:
le feconde per rapporto alle prime, co-
me le prime per rapporto alle feconde.

223. Effendo cosi, conforme il qua-
drato dell’ ordinata M N fi ¢ dimoftra-
to eguale al rettangolo delle due DR,
d R ;5 cosi al contrario il quadrato dell’
ordinata PR fara eguale al rertangolo
delle due AN, BN . Ed in fatti ef-
fendo proporzionali le quattro C A ,
CN,CD, CR, faranno proporzio-
nali ancora li loro quadrati ; onde di-
videndo il quadrato della C A fari al

rettangolo delie due AN, BN, com:al
1§
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il quadrato della CD al rettangolo del-
le due DR, dR . Ma quefto guadrato
a quefto rettangolo f{ta , come il qua-
drato della C A al quadrato della PR.
Dungue il quadrato della CA fara al
rettangolo delle due AN, BN, come
lo fleflo quadrato della CA al quadra-
to della PR ; e per tanto il rettango-
lo delle due AN ,BN, ed il quadra-
to della PR faranno eguali tra di loro.
224. Or da cid ne fegue, che nell’
iperbole fia fempre la fieffa , non gia
Ja fomma , come nell’ elliffe , ma la
la differenza delli quadrati fatti da due
diametri conjugati . Pongali percio ,
che AB, D4 fiano li due afli dell’ i-
perbole . Effendo adunque il quadrato
della C A cguale alla differenza tra il
quadrato della CN , ed il rettangolo
delle due AN, BN; fara lo fteflo qua-
drato della CA egunale alla differenza
tra li quadrati delle duoe CN , PR .
E fimilmente, effendo il quadrato della
CD ecguale alla differenza tra il qua-
drato della CR, ed il rettangolo delle
due DR, dR; fard lo {teflo quadrato
della CD eguale alla differenza tra i
quadrati delle due CR, M N.
225. Quindi la differenza trali qua-
drati delle due CA , CD fard eguale
alla differenza tra la fomma delli qua-

drati delle due CN, M N, e la fom-
4]

| 3 ma
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ma delli quadrati dell’ altre due CR
PR. Ma colla prima fomma § ha il

quadrato della CM, ¢ coll’ altra fom-

ma {1 ha il quadrato della CP. Dun-
que la differenza tra li quadrati delle
due CA, CD fara egunale alla diffe-
renza tra li quadrati delle due CM ,
CP; e per tanto la differenza delli qua-
drati fatti dalli due diametri conjugati
Mm ,Pp, come eguale alla differenza
delli quadrati fatti dalli due affi A B 3
D d, dovra effere fempre la fteffa.

226. Da quefta proprietd rilevante
delli diametri conjugati dell’ iperhole s
pofliamo dedurne un’ altra non meno
rilevante di tutti li diametri; e i & ’
che non gid le fomme , come nell’ el-
life , ma le differenze tra li diametri 5
e li loro parametri fiano nella recipro-
ca ragione degli ftefli diametri. In fatti,
effendo la figura di qualfifia diametro
eguale al quadrato del fuo conjugato ,
fara la differenza tra il quadrato di un
diameatro , e I' altro del fuo conjugato
eguale al rettangolo , che fi fa dalla
differenza tra il diametro , ed il fuo
parametro nello fteflo diametro. Onde,
dovendo effere quefto rettangolo ancora
lo fteflo in tucti 1i diametri ,» chiaro fi
¢, che le differenze tra li diametri , ©
li loro parametri fiano nella reciproca
ragione degli ftzffi diametri.

227.

L e s AT
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2357, Secondo quelta proprietd adun-
que, quanto pit aumentafi il diametro
dell’ iperbole, tanto meno dee egli dif-
ferire dal fuo parametro ; il che non
potrebbe avvenmire , fe ancora il para-
metro non ricevefle maggior aumento.
Quindi, fe il diametro fia di vna lun-
ghezza infinita, dovra eflfere al contra-
rio infinitamente picciola la differenza
tra efflo, ed il fuo parametro ; e per-
c10 il diametro, ed il parametro faran-
no tra di loro egualr . Effendo adunque
di quefta indole li due ultimi diamatri
dell iperbole, che fono egualmente di-
ftanti dall' affe ; 1i medefimi faranno e-
guali cosi tra di elli , come colli loro
parametri ; e quefti ftefli faranno li due
diametri eguali , che feparano gl' altri
diamerri dalli loro conjugati.

228. Per mezzo della {tefla proprie-
ta, fe fia dato il parametro di un dia-
metro, {i potra facilmente determinare
il parametro diqualfifia altro diametro,
ed ccco come. Prendali primieramente
la differenza tra il parametro dato, ed
il {fuo diametro; indi facciafi , come il
diametro, di cui {i cerca il parametro,
al diametro, di cui il parametro é da-
to, cosi quella differenza ad una quar-
ta proporzionale ; e ficcome con quefta
quarta proporzionale {1 ha la differenza

tra il primo diametro , ed il fno para-
ITig-
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metro, cosi per mezzo di effa {i verra
nella conofcenza del parametro , che {i
dimanda .

§. XVIL
Delle tangents dell’ sperbole .

229. LE proprieta , cosi delle tan-
genti , come delle {ecanti
dell’ iperbole {ono fimili a quelle dell’
elliffe, e le dimoftrazioni ancora fono
quafi le ftefle. Ed in fatti, per quanto
alle proprieta delle tangenti, la prima
fi &, che ficcome la retta, tirata dal
vertice di un diametro parallela alle
fue ordinate , dee effere tangente dell’
iperbole ; cosi al contrario, effendo una
retta tangente dell’ iperbole, dovra ella
effere parallela all’ ordinate del diame-
tro , che ha per fuo vertice il punto
del contatto : dal che ne fegue , che
conforme ad un’ifteflo punto dell iper-
bole non pud tirarfi , fe non che una
fola tangente; cosi ' angolo miftilineo,
che forma la tangente colla fteffa iper-
bole , fia minore di ogn’ angolo acuto
rettilineo .
F1p. 230. La feconda proprietd fi ¢, che
44. fe la tangente MT, tirata ad un pun-
to dell’ iperbole M, s'incontri con uno
de’ fuoi diametri AB nel punto T &
e



DELLE SEZIONI CONICHE . 135
ed effendo C il centro dell’ iperbole
fi abbafli dal punto del contatto M
fullo fteflo diametro I’ ordinata M N ;
fiano le tre CN, CA, CT conti-
nuamente proporzionali , dimodoché il
quadrato della CA fard eguale al ret-
tangolo delle due CN , CT. Ed &
da notarfi, che quefta proprietd ha luo-
go ancora per rapporto al conjugato
Dd d:l diametro A B, non oftante di
effere alguanto diverfa la fua indole ;
poiché , incontrandofi con effo la tan-
gente M T nel punto K, ed abbaffan-
dofi ful medefimo I’ ordinata MO ,
pure faranno continuamente proporzio-
nali le tre CO, CD, CK, ed il qua-
drato della C D fard eguale al rettan-
golo delle due CO, CK.

231. In fatti nel conjugato D 4 il
quadrato dell’ ordinata M O dee effere
al quadrati delle due CO , CD, co-
me il quadrato della CA al quadrato
della CD ; onde permutando il qua-
drato della M O fard al guadrato della
C A, come fono li quadrati delle due
CO,CD al folo quadrato della CD.
Ma il quadrato della C A ¢ eguale al
rettangolo delle due CN , CT ; ed
il quadrato della MO fta a quefto ret-
tangolo , come MO a CT , o pure
come OK a CK . Dunque OK fard
a CK , come fono li gquadrati dcéle

ue
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due CO, CD al folo quadrato della
CD; e per tanto, dovendo effere di-
videndo CO a CK, come il quadrato
della C O al quadrato della CD , fa-
yanno le tre CO, CD , CK conti-
nuamente proporzionali.

232. Da quefta feconda proprieta (1
dedurranno le ftefle confeguenze , rica-
vate nell’ ellife dalla fua confimile ;
ciod primieramente , che il rettangolo
delle due AT, BT fia eguale al ret-
tangolo dell’altre due NT, CT; in-
di , che incontrandofi la tangente MT
colle due AL BL parallele alla MN ne’
punti I,ed L, fia il rettangolo delle due
Al , BL eziandio eguale al rettangolo
dell’ altre due M N, CK ; in appreflo,
che lo ftefo rettangolo delle due A I,
BL, che fono tangenti delle due iperboli
oppofte ne’ punti A , e B vertici del
diametro A B, fia eguale altresi al
quadrato della meta del fuo comjugato
Dd , ed in confeguenza eguale alla
quarta parte della {ua figura ; e final-
mente , che efflendo A H il parametro
del diametro A B, fia il quadrato dell’
ordinata M N al rertangolo delle due
CN,NT come AHad AB.

233. Se poi AB fia l'affe delle due
iperboli oppofte, fi potranno dalla ftef-
{a proprietd dedurre I altre tre conle-

guenzc , che nella fisfa fuppofizione fi
| fono
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fono ricavate nell’ elliffe ; cioé primie-
ramente , che incontrandofi Ia perpen-
dicolare MS, alzata {ulla tangente MT,
coll’affe A B nel punto S, fia SN a
C N, come il parametro A H all’ afle
A B; indi, che il quadrato della per-
pendicolare M S fia al rettangolo delle
due porzioni della tangente IM, LM
eziandio, come il parametro A H all’
afle AB ; ed in fine , che fe Dd fia
il conjugato dell’afle AB, Pp il con-
jugato del diametro Mwm ,e CQ un’al-
tra perpendicolare , abbaflata dal centro
C fulla tangente MT, fia CP a CD,
come CA a2 CQ.

234. Per mezzo di quefta terza con-
feguenza vedefi chiaramente , che fe
intorno ai due diametri conjugati M,
Pp formifi un parallelogrammo con
rette , tirate per gli loro vertici in mo-
do , che fiano reciprocamente ad efli
parallele 5 la {ua capacitd fia fempre
la ftefla, per eflere eguale al paralle-
logrammo confimile , formato intorno
at due afli AB, Dd4. Se poi colle ret-
te , che congiungono li vertici degli
ftefli diametri, formifi un’ altro paral-
lelogrammo ; chiaro fi &, che queft'al-
tro parallelogrammo fia egnale alla me-
ta del primo; onde ancora la fua ca-
pacita dovrd eflere fempre la ftefla ,

come in fatti ¢ eguale a quella del pal-
ral-
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rallelogrammo confimile , formato colle
rette , che congiungono li vertici delli
due affi.

235. La terza proprieta fi ¢, che
fe AT, MI fiano due tangenti dell’i-
perbole , che s’ incontrino tra di effe
nel punto I ; li loro quadrati fiano ,
come le figure delli due diametri A B,
Mm, che hanno per vertici li due punti
del contatto A , ed M ; la qual pro-
prietd ha luogo eziandio , fe_delle due
tangenti una fia tirata in un’iperbole ,
e I altra nella fua oppofta : come in
fatti , fe la BL toccht I' iperbole op-
pofta nel punto B,che ¢Tlaltro vertice
del diametro A B, e la medefima s'in-
contri colla M I prolungata nel punto
L ; pure il quadrato della BL fara al

nadrato della ML , come la figura
gel diametro A B alla figura del dia-
metroc Mm.

236. Dipende cio dall’ effere le due
BL, ML nella ftefla ragione coll’ al-
tre due AI , MI. Per dimoftrarlo ,
s’ incontri la tangente M L col diame-
tro AB nel punto T,e {i abbafli {ul-
lo ftefflo diametro I’ ordinata MN . Ei-
{fendo adunjue CT a CA , come CA
a C N ; conforme componendo dee ef-
fere BT a CA, come BN a CN ;
cosi dividendo fara AT a CA, comea
AN a CN ; e per tanto ordinando

BT
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BT f{ard ad AT, come BN ad AN .
Ma BT ftaad AT , come BL ad
Al ;e BN fta ad AN, come ML
ad MI . Dunque farid ancora BL ad
Al, come ML ad MI ; ed in con-
feguenza permutando le due BL, ML
faranno nella ftefla ragione coll’ altre
due AI, MI.

237. La quarta, ed ultima proprie-
ta 1 &,che fe al vertice M di un dia-
metro Mm tirifi la tangente M T ,
che s’ incontri nel punto T con un al-
tro diametrp A B, di coi conjugato
ne fia Dd; debba effere il quadrato
della tangente M T al rettansolo delle
due AT, BT, ovvero alla differenza
tra li quadrati delle due CA, CT ,
come la figura del diametro M m alla
figsura del conjugato D 4 dell’altro dia-
metro ; e la ftefla proprietd ha luogo
altresi , fe la tangente M T s’ incontri
col conjugato Dd nel punto K , ma
con quefto divario , che il quadrato
della MK fara, non gia alla differen-
za, ma alla fomma delli quadrati del-
le due CD, CK, come la figura del
diametro M m alla figura del diametro
A B, che ¢ il conjugato di Dd.

238. In fatti , fe Pp fia il conju-
gato del diametro M m , e su di eflo
fi abbaflr I’ ordinata D F, faranno pro-
porzionali, cosi le rette MK, CF ,

CM,
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CM,DF, come li loro quadrati o
Ma , per ragion dell’ altre due iperbolt
conjugate , 1l quadrato della CM fta
al quadrato della DF , come il qua-
drato della CP al rettangolo delle due
PF, pF. Dunque ancora il quadrato
della MK fard al quadrato della CF,
come il quadrato della CP al rettan-
golo delle due PF, pF; ed in confe-
guenza togliendo li termini della fe-
conda ragione dalli termini della prima,
fary la differenza tra li guadrati delle
due MK, CP al quadratg della CP,
come il quadrato della MK al quadrato
della CF, o pure come il quadrato
della CK al quadrato della CD.
239. Quindi, conforme componen-
do il quadrato della MK dee effere al
quadrato della CP{, come la fomma
delli quadrati delle due CD, CK al
guadrato della CD ; cosi permutando
il quadrato della MK fard alla fomma
delli quadrati delle duve CD , CK,
come il guadrato della CP al quadra-
to della CD. Ma di quefti due qua-
drati quadrupli ne fono li quadratidelii
due diametri Pp , Dd , li quali {fono
eguali alle figure degl’ altri due Mm,
AB. Dunque il guadrato della tangen-
te MK fard alla fomma delli quadrati

delle due CD , CK , come la figura
del
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de] diametro M m alla figura del dia-
metro A B.

240, Del rimanente, cosi nell’ iper-
bole, come nell’ elliffe , dovendof tira-
re la tangente ad un punto dato nella
ftefla curva , altro non dovra farfi, fe
non che tirare dal dato punto una ret-
ta parallela all’ ordinate del diametro ,
che ha lo fleffo punto per fuo vertice.
Ma , fe il punto fia dato fuori della
curva , come il punto T ,{i dovra pri-
mieramente determinare il diametro AB,
che paffi per lo punto T ; indi taglia-
re da quefto diametro la porzione CN,
che la a CA,come CAaCT; e
finalmente elevare su di efla la NM
in modo, che {ia ordinata dello fteflo
diametro; poiché, congiunta la M T,
fi avra con quefta retta la tangente ,
che & dimanda. |

§.XVIIL
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§. XVIIL
Delle fecanti dell iperbole,

241. E rette, che incontranfi coll’
iperbole fegandola, debbonfi
diftribuire in tre clafli, per la ragilone,
che poffono effere, o0 li fuoi propr; dia-
metri, o ' ordinate degli ftefli diame-
tri , o finalmente |’ ordinate delli dia-
metri conjugati . Qualunque fiala loro
clafle ,non v'ha dubbio,che ciafcana di
effe debba fegare I'tperbole in due punti
col {olo divario, che nelle fecanti della
prima, e terza claffe uno delli due pun-
ti ritrovafi in un’ iperbole , e I' altro
nella fua oppofta , quandoché nell’altre
della feconda claffe ambidue Ii punti ri-
trovanfi in un’iftefla iperbole.

242. Le ftefle {ecanti poflono incon-
trari ancora tra di loro;ed eflendo le
metd di quaififia diametro ordinate del
fuo conjugato,la proprieta del loro in-
contro [imilmente pud racchinderfi in
un fol teorema, con dire , che fe due
ordinate di’ due diverfi diametri ¢ in-
contrino cosi tra di loro, come coll’i-
perbole dall’ altra parte , li retrangoli
delle loro porzioni, prefe dall’ iperbole
per fino al punto dell’ incontro , fiano
come le figure degli ftefli diametri.

243
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243. Di quefto teorema perd mol-
tiflimi fono li cali , i quali debbonfi
diftinguere tra effo loro , non folo per
ragion dell’ ordinate prolungate, di cui
o ciafcuna, o una fola,o pure nefluna
puo paflare per lo centro dell'iperbole;
ma ancora per ragion degli ftefli dia-
metri, che poflono effere , o ambidue
diametri proprj dell’ iperbole, o ambi-
due diametri conjugati , o finalmente
uno proprio , ed un’ altro conjugato .
Intanto, per dimoftrare alcuni di queft
cafl, giova prima far vedere cid, che av-
vieng ad un diametro conjugato, qua-
lora incontrafi con un’ ordinata prolun-
gata di qualfifia altro diametro .

244. Siano percid A B, OR due Fig.
diametri propr; dell’ iperbole , di cui4s.
conjugati ne fiano gl altri due D4,
Pp; pongali primieramente , che il dia-
metro conjugato Pp s incontri coll'or-
dinata prolungata Mm del diametro
proprio AB nel punto E. Io dico ,
che il rettangolo delle due ME, m E
fia alla fomma delli quadrati dell altre
due CE, CP, come fta la figura del
diametro A B alla figura del diametro
OR . Per dimoftrarlo , i abbafli ful
conjugato D d I’ ordinata M'S , a cai
faccianfi parallele I’ altre due EF , PQ.

245. Effendo adunque equiangoli li
due triangoli CPQ , CEF , faranno

pro-
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proporzionali, cosi le rette PQ, EF,
CP, CE, come li loro quadrati. Ma,
per effere la P Q ordinara dello {teflo
diametro D d nell’ altra iperbole con-
jugata , il quadrato della PQ fta al
quadrato della EF, o fia MS , come
la differenza tra li quadrati delle due
CQ,CD alla fomma delli quadrati
dell’altre due CS,CD.Dunque nella ra-
gione di quefta differenza a quefta fom-
ma faranno ancora li quadrati delle due
CP, CE; ed in confeguenza compo-
nendo la differenza tra li guadrati delle
due CQ , CD fard alla fomma dellt
quadrati dell’ altre due CQ, CS, co-
me il quadrato della CP alla fomma
delli quadrati delle due CE, CP .
246. Effendo poi per gli ftefli tri-
angoli proporzionali altresi i quadrati
delle rette CP, CE, CQ,CF ;fara
fimilmente componendo il quadrato del-
Ja CP alla fomma delli quadrati delle
due CE, CP, come il quadrato del-
Ja CQ alla fomma delli quadrati delle
due CF, CQ.. Onde ancora la differen-
za tra li quadrati delle duve CQ, CD
fard alla {omma delli quadrati dell’ al-
tre due CQ , CS , come il quadrato
della CQ alla fomma delli quadrati
delle due CF,CQ; e per tanto, to-
gliendo li termini della prima ragione
dalli termini della feconda , i1l qua-
dra-
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drato della CD {ara alla differenza tra
li quadrati delle due CF, CS , come
il quadrato della CQ alla fomma delli
quadrati delle due CF , CQ_, o pure
come il quadrato della CP alla fom-
ma delli quadrau delle due CE, CP,

247. Quindi permutando {ara il qua-
drato della CD al quadrato della CP,
come la differenza tra li quadrati delle
due CF , CS§ alla fomma delli qua-
drati delle due CE, CP . Ma, per
eflere ia C¥ egunale alla NE , e la
C S eguale alla N M ,la differenza tra
}i quadrati delle due CF,CS ¢ egna-
le al rertangolo delle duve M E, mE.
Dunque fara ancera il quadrato della
CD al quadrato della CP , come il
rettangolo delle due M E , mE alla
fomma delli quadrati dell’altre due CE,
CP ; ed in confeguenza , effendo le
figure delli due diametri AB , OR
nella ftefla ragione colli quadraci delle
due CD, CP, fara la figura del dia-
metro AB alla fisura del diametro OR,
come 1l rettangolo delle due ME |, mE
alla fomma delli quadrati dell’altre due
CE,CP.

243. Pongafi in appreffo , che la Fig.
Mm , con cui incontrali il conjugato 46.
P p nel punto E , fia ordinata prolun-
gata dell’ altro conjugato Dd ; e fe
abbaffata ful diametro A B I’ ordinata

LTom. 111, G MS,
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MS, faccianfi ad effa parallele I altre
due EF, PQ , con dimoftrazione fi-
mile alla precedente fi fara eziandio
vedere ,che il rettangolo delle due ME,
mE fia alla fomma delli quadrati dell’
altre due CE, C P, come il quadrato
della CA al quadrato della CP, ed
in confeguenza come la figura del dia-
metro Dd alla figura del dlametro OR.

Fig. 249. Cid pol oito , flano ora M m ,

47. Pp le due ordinate , che prolungate
dall’ altra parte per fino all’ iperbole ,
incontran{i tra di loro nel punto E; e
fiano ancora AB, OR li due diame-—
tri, a cui rapportanfl le ftelfe ordinate,
Secondo il teorema adunque ,enunciato
di fopra, dovra effere il rettangolo del-
le due ME,mE al rettangolo dell’
altre due PE , p E , come la figura
del diametro A ‘B alla figura del “dia-
metro OR . Or cid é chiaro , gqualora
ciafcuna delle due Mm, Pp pafla per
lo centro dell’iperbole, per la ragione,
che facendofi eguali le porzioni di cia-
fcuna di effe , °); rettangoli  delle loro
porzioni fono, come i Toro quadrati ,
ed in confeguenza come le figure delli
due diametri ABy OR.

230. Se poi I fola Pp pafli per
lo centro, ed effendo AB diametro pro-
prio delle duve iperboli oppofte, I’ altra
M m fia fituata in una di effe ; i di-

| mo-
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moftrerd , come nell’elliffe , che il ret-
tangolo delle due ME , mE fia al
rettangolo dell’ altre due PE , pE ,
come la figura del diametro A B alla
fisura del diametro OR . Anzi per po-
co, che vogliafi riflettere , {i vedra ,
che la flefla dimoftrazione abbia lnogo
ancora , fe paflando la Pp per lo cen-
tro, ed eflendo A B diametro conjuga-
to, I'altra Mm fia fitnata tra le due
iperboli oppofte .

25t. Finalmente , fe nefluna delle
duie Mm , Pp pafli per lo ¢entro ,
chiaro {1 é, che la loro fituazione pofla
variare 1n quattro maniere diverfe ;
ma qualunque ella fia, (i dimoftrera ,
che il rettangolo delle dve ME , mE
fia al rettangolo dell’ altre due PE ,
p E, come fono le figure delli due dia-
metri AB, OR , con far paffare per
lo punto E, in cui interfeganfi le due
Mm, Pp, un’ altro diametro S+, fic-
come fu fatro nell’ ellifle . E poiché que-
ft' altro diametro Ss, pud effere tal
volta conjugato , percid fi ¢ {timato
preventivamente far vedere cid , che
avviene ad un diametro conjugato ,qua-
lora incontrafi con un’ ordinata prolun-
gata di qualfifia altro diametro.

252. Se li due diametri AB, OR Fig.
fiano conjugati tra effo loro , fard la48.
Pp parallela al primo di efi A B, eci

G 2 a
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al contrario la M m parallela all’ altro
OR ; ma, quando cio avviene , potra
dimoftrarfi il teorema , fenza eflervi
bifogno , di tirare per lo punto E al-
tro diametro.Si abbafli percid {ul dia-
metro AB Pordinata PQ; e fe AH
fia il parametro dcllo fteflo diametro ,
farh AH ad AB, come la figura del
diametro A B alla fisura del diametro
OR . Ma nella ragione di AH ad AB
{ta, cosi il quadrato della MN al ret-
tangolo delle due AN, BN, come il
quadrato defla P Q al rettangolo delle
due A Q,B Q.. Dunque, dovendo an-
cora elfere nella fteffa ragione la diffe-
renza delli due quadrati alla differenza
delli due rettangoli ; fard il rettangolo
delle duz ME , mE al retrangolo dell’
altre due PE, pE, come la figura del
diametro A B alla figura del diametro
OR.

252, A fimiglianza di quel tanto
fu avvertito nellelliffe, da quefto teo-
rema delle fecanti poffono dedurfi li
due , dimoftrati di fopra intorno alle
rangenti ; cio¢ I, che incontrandofi u-
na tangente con un diametro proprioe
dell iperbole , fia il quadrato dclla tan-
gente al rettangolo delle due porzioni
del diametro , prefe dalli fuoi vertici
per fino al punto dell’ incontro , come

la figura del diametro,che ha per ver-
tice



DELLE SEZIONI CONICHE. 149
tice il punto del contatto , alla figura
del diametro, con cui incontrafi latan-
gente ; e I, che incontrandofi infieme
due tangenti , li loro quadrati fiano ,
come le fisure delli due diametri, che
hanno per loro vertici li due punti del
contatto . Anzi dallo fteflo teorema pud
dedurfi altresi cid , che dee avvenire
ad una tangente ,qualora incontraficon
un’ ordinata di un gualche diametro ,
prolungata dall’altra parte per fino all
iperbole.

254. Dal medefimo teorema rica-
vafi inoltre , che un cerchio pofla fega-
re I’ iperbole, non folo in due, ma an-
cora in quattro punti; li quali perd {a-
ranno fituati in modo,che o tutti gnat-
tro fi ritroveranno in una iftefla iperbole,
o pure due di effi in una,e glaltri due
nella fua oppofla . Conforme poi con
due punti d’ interfegamento uniti inflie-
me {i ha il punto del contatto; cosi il
cerchio potrd incontrarfi altresi coll i-
perbole,, o con fegarla in due punu,
e toccarla 1n uno ; o pure con toc-
carla in due punti diverfi , fenza fe-
garla. Ed in fine, ficcome incontran-
dofi il cerchio coll’iperbole in due pun-
ti , poffono effere quefti due punti, ta-
lora d’interfegamento, e talora di con-

tatto ; cosi, fe mai ' incontro facciall
G 3 in
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in un fol punto , queito dovra effere
fempre punto di contatto.

§. XIX.
Delli due fochi dell 1perbole .
235, LA confiderazione delli due fo-

chi ha luogo ancora nell’ i-
perbole, per cui fimilmente s’ intendo-
no li due punti del fuo proprio afle ,
ai quali fe tirinfi I’ ordinate , ciafcuna
di efle fi fa eguale alla meta del pa-
rametro dello f{teffo afle. Cosi, fe AB
fia I' affe proprio dell iperbole, e cia-
fcuna delle due ordinate EF , ef fia
eguale alla meta del fuo parametro
A H, li due punti F, ed f diconfi ef-
fere fochi dell’iperbole , per una proprie-
td loro fpeciale , che da qui a poco
fard da noi additata . Onde , effendo
ecuali tra di loro le due ordinate EF,
ef , ancora nell’ iperbole li due fochi
F, ed f faranno egnalmente diftant ,
cosi dal centro C,come dalli due ver-
tici dell’affe A, e B.

256. Conforme poi dall’ uguaglian-
za delle due ordinate EF , ef ancora
nell’ iperbole ne fegue , che li due fo-
chi F, ed f fiano talmente fituati nell’
affe A B, che tanto il rettangolo delle
due AF , BF, quanto il rettangolllq

e
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dell’ altre due A f, B f fia eguale alla
quarta parte della figura dello fleflo
afle ; cosi, fe Dd fia I'afle conjugato
dell’ iperbole , e congiungan{i le due
D A, DB, ciafcuna di effe fara egua-
le alla CF, o fia Cf, cioé alla meta
della diftanza delli due fochi Ff: di-
modoché , fe col centro C, e coll’ in-
tervallo di una delle due DA, DB
defcrivali un’ arco circolare coll’ inter-
fegamento di queft arco collo ftefloafle
fi avranno li due fochi dell” iperbole .

257. Se la MT fia tangente dell
iperbole in un qualche punto M, e la
medefima s’ incontri colle due AT,
BL , alzate perpendicolarmante {ull'affe
AB, ne’punti I,ed L, fecondo ¢ f{tato
altrove dimoftrato, ancora il rettango-
lo delle due AI,BL dee eflere cguna-~
le alla quarta parte della figura dell
affe A B; onde, facendofi il rettangolo
delle due AI , BL eguale , cosi al
rettangolo delle due AF, BF , come
al rettangolo dell’ altre due Af, Bf ;
fary tanto AI ad AF , come BF a
BL, quanto AT ad Af, come Bfa
BL; e per tanto,dovendo effere egui-
angoli , cosi li due triangoli TAYL ,
FBL, come gl'altri due I1Af, fBL,
{ara retto, tanto |’angolo I'F L, quan-
to I’ angolo IfL : dimodoché ancora
nell’ iperbole potranno determinarfi ii

G 4 due
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due fochi F, ed f, con defcrivere un
cerchio fulla I L, come diametro.

258, Ma da cid,clie il cerchio de-
fcritto fulla IL, come dizametro, deb-
ba paflare per gli due fochi F, ed f,
ne fegue, come nellellifle, che fe dal

unto P, in cui incontranfi le due If,

F,{i abbafli una perpendicolare fulla
tangente M L, quefta debba dividerla
nelia ragion delle due AI, BL, ed
in confeguenza eadere su ’l punto del
contatto M .Dal che poi primieramen-
te i dedurra , che defcrivendofi due
cerchi , li quali abbiano le due PI ,
P L per loro diametri , debba paffare
il primo di efli per gli due punti F,
ed M, ed il fecondo per gli due f,
ed M ; ed indi per mezzo degl’ angoli
eguali,che c¢i fomminiftrano. quefti due
cerchi, {1 dimoftrera, che le rette MF,
M f, tirate dal punto del contatto M
alli due fochi F, ed f, formino, come
nell’ ellifle , angoli eguali colla tangen-
te IL.

259. Quindi nell iperbole I’ angolo
FEMf{, contenuto dalle duve M F, M,
fara divifo per metd dalla ftefla tan-
gente MT, la quale fimilmente dividerd
la diftanza delli due fochi F f talmente
nel punto T , che TF farda a TS,
come MF ad M f. Dall' effere poi e-
guali gl’ argoli , che formano le due

MF,
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MF, Mf colla tangente M L ¢ deri-
vato alrrest , che ancora nell’ iperbole
fianfi chiamati fochi li due punti F
ed f, in quanto che, fe colla rivoluzio-
ne dell'iperbole AM intorno all’ affe
A B formili un fpecchio conveflo , li
raggi di luce, che cadono fulla fua {u-
perficie da un corpo lucido, fitnato nel
punto f,attenta la riferita nguaglianza,
dovranno rifletterfi in modo, che dopo
la rifleflione fembreranno partire dall
altro punto F.

260. Alle ftefle rette MF , Mf,
che tirate dal punto del contatto M
alli due fochi F, ed f, formano angoli
epuali colla tangente ML, ancora nell’
iperhole compete un’altra proprieta; e
fi ¢, che non gid la fomma di efle ,
come nell’ elliffe , ma la loro differen-
za fia eguale all’ affe AB. Intanto, per
dimoftrarla , bifogna eziandio premet-
tere , che fe per lo centro dell'iperbole
C tirifi la C O parallela ad una delle
due M F, che s incontri colla tangen-
te ML nel punto O,fia la CO eguna-
le alla metd dello fteflo afle; ed in
fatti, tirata la fR parallela alla fteffa
MF , faranno eguali li due angolifMR,
fRM ; e pertanto , facendofi ifofcele
il triangolo M fR , ed effendo eguali
le due MO, RO, farda la fO perpen-
dicolare fulla tangente M L.

G 3 261,
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261, Quindi , dovendo paffare per
gli due punti B, ed O il mezzo cer-
chio defcritto fulla L f come diametro,
e facendoli in confeguenza eguali a due
+ retti li due angoli BfL, BOL , fara

V angolo Bf L eguale all’angolo BJOI.
Ma, per I'altro mezzo cerchio defcrit-
to fulla If come diametro , che dee
paflare per gli due punti A, ed O,
ancora }'angolo AfI & egnale all’ an-
golo A OI. Dunque facendofi eguali
I due angoli IfL, A OB, ed effen-
do retto il primo di efli IfL , fard
retto ancora | altro AOB ;e per tan-
to, ficcome il mezzo cerchio defcritto
full'affe AB, come diametro, dee paf-
fare per lo punto O , cosi la CO fa-

ra eguale alla fua meta C A, ovvero
CB.

262. Effendo adunque la CO egua-
le alla meta dell’ affe AB, egli ¢ fa-
cile ora il dimoftrare,che la differenza
delle due MF, M {ia eguale all’ in-
tero affe AB. S incontri percid la CO
colla M f nel punto Q , ed eflendo e-
quiangoli , cosi li due triangoli MF f,
QCf, come gl altri due MR/, MOQ;
chiaro f1 é , che fia dupla, tanto la
MF della CQ, quanto la fR, o fia
Mf della OQ ; onde, dovendo effere
la differenza deile due MF, Mf fimil-
mente dupla della differenza dell’ aclitre

ue
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due CQ,0Q, fard quella prima dif-
ferenza eguale all’ affle A B. Conforme
poi quefta proprietd dee aver luogo ,
ovunque prendafi nell’ iperbole il punto
M ; cosi per rapporto ai due verticl
A, e B ricavafi ella da cid, che ef-
{fendo la AF eguale alla Bf, la diffe-
renza cosi delle due A¥, Af , come
delle due BF , Bf dee effere eguale
all’afle AB.

263. Attenta una tal proprieta , fe
ia dato |'affe dell’iperbole A B infie-
me colli due fochi F, ed f, potra ella
defcriverfi in un’ altra maniera , molto
pid facile ad efeguirfi, ed ecco come .
Adattifi ad uno delli due fochi , come
al foco f la riga mobile fL , che non
folo fia piut lunga dell’ affe AB , ma
abbia altresi lunghezza corrifpondente
all’ eftenfione , che fi vuol dare alliper-
bole . Indi prendafi il filo FML di
lunghezza tale , che attaccato con uno
delli fuoi eftremi all’ altro foco I, e
coll altro al termine della riga L, re-
{ti eguale alla differenza trala riga L,
e I’ affe AB . Aggirifi di poi la riga
fL intorno al foco f, ed infieme con
effa conducali ancora per mezzo di un
ftile il ilo FML in modo, che com-
baciandofi una fua porzione M L colla
fteffa riga, refti tefa la rimanente MF.
E ficcome dallo fteffo f{tile fi fegnera

G ¢ nel

Fig.
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nel piano una curva , in cui la diffe-
renza delle rette MF, M f, tirate da
qualfifia fuo punto M alli due fochi F,
ed f, i fa eguale all’ affe AB ; cosi
quefta fteffa curva fara I’ iperbole, che

i dimanda.
263. Alle medelime rette MF,

Mf, tirate dal punto del contatto M
ai due fochi F, ed f, ancora nell'iper-
bole compete una terza proprietd ; e
i ¢, che il loro retrangolo fia eguale
alla quarta parte della figura del dia-
metro, che ha per uno de’ fuoi vertici
il punto M . La dimoftrazione di una
tal proprieta ¢ fimile a quella , fatta
di effa nell’ elliffe. Si abbafli percid dal
foco F fulla tangente ML la perpen-
dicolare ¥ O, che s incontri coll’ altra
M{ nel punto R ; ed effendo eguali li
due angoli FM L, fML, faranno e-
guali ancora, cosi le due MF, MR,
come le due FO, RO. Onde, doven-
do paffare il cerchio defcritto fulla II,
come diametro , per gli due punti f,
ed R, il rettangolo delle due MR ,
Mf , o pure delle due MF , Mf,
come eguale al rettangolo dell altre
due MI, ML, fara eguale alla quarta
parte della figura del diametro M m .
265. Vedeli intanto , che conforme
la tangente M L divide per metd I'an-
golo FM f, contenuto dalle due M E,
Mf;
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Mf ; cosi, fe dalla Mf taglifi la MR
egnale alla MF,la fteffa tangente deb-
ba dividere ancora per meta,e ad an-
goli retti la FR . Se poi per lo foco
F tirili la ¥ G parallela alla tangente
ML, che s’incontri colla Mf nel pun-
to G ; chiaro-fi ¢, che fiano eguali le
duve MF, M G. Onde la perpendico-
lare M S , alzata dal punto del con-
tatto M fulla tangente M L, conforme
divide I’ angolo ¥ M G in parti egwali,
cosi dovra div.dere per meta,e ad an-
goli retti la FG. Anzi, ficcome, con
tirari la F G parallela alla tangente
ML , ancora il retrangolo delle due
MG, Mf fi fa eguale alla quarta par-
te della figura del diametro Mm; cosl,
fe la fteffTa FG incontrifi con quefto
diametro nel punto K , fi dimoftrera ,
come nell’ elliffe, che MK fia ad mK,
come MF ad Mf.

266. Finalmente ancora nell'iperbo-
le confiderafi la direttrice , la quale de-
terminafi primieramente, con tagliare
dall’ affe AB la porzione CG, che fia
terza proporzionale dopo le due CF ,
C A ; ed indi, con alzare fullo fteflo
affe dal punto G la perpendicolare GK.
Conforme poi da cid ricavafi, che nel-
la ragione di CF a CA, o pure del-
la diftanza delli due fochi F f all’ affe

AB fia, tanto AF ad AG, qua%t%

Fig,
53"
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BF a BG; cosi, dopo efferi dimoftra-
to, che ellendo MS perpendicolare ful-
la tangente M T , fia MF ad SF,
come CA a CF, i dimoftrera in ap-
preflo , che abbaffandofi fulla direttrice
G K la perpendicolare MK , fia M F
ad MK [imilmente , come CF a CA.

§ XX.
Degl afintots dell’ iperbole

267. Y Ntorno all’ iperbole reftano a
dimoftrarfi le proprietd , che
ad effa competono per rapporto ai {uoi
afintoti . Chiamanfi con queflo nome
le due diagonali del parallelogrammo
rettangolo , che formafli colle rette, ti-
rate per gli vertici delli due afh in
modo, che {iano reciprocamente paral-
lele agli fteflhh affi. Cosi, fe AB, Dd
fiano li due afli dell’ iperbole ,e tirinfi
cosi per gli vertici del primo le rette
¥ G, HI parallele all’altro Dd, co-
me per gli vertici di quelt’ altro le ret-
te FH, GI parallele al primo AB ;
le due diagonali F I, G H del paralle-
logrammo rettangolo ,formato con que-
fte rette, fi diranno effere afintoti dell’
iperbole,
268. Si & dato tal nome a quefte

due diagonali FI,GH per la ragionhe,
che
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che fecondo fard dimoftrato da qui a
poco, le medefime, per quanto {i pro-
lunghino, {i accoftano fempre piu all’
iperbole , ma non mai con effa s" in-
contrano . Vedel intanto, che ficcome
}li due afintoti FI , G H interfeganf
tra di loro nel centro dell’ iperbole C;
cosi I’angolo, che formano nello fteflo
centro, fia retto, acuto, o ottufo, fe-
condoché il proprio afle dell’ iperbole
A B ¢ cguale, maggiore ,0 minore del
fuo conjugato D d; onde, per ragion
di quefl’ angolo, |’ iperbole puo effere
di tre fpecie, cioé rettangola, acutan-
gola, ad ottufangola.

269. Eflendo laF G divifa per me-
t3 nel punto A ; chiaro fi ¢ , che fe
un’ ordinata M N dell’ afle A B, di-
ftendafi per fino a che s’ incontri coll’
iperbole dell’ altra parte nel punto m,
e colli due afintoti ne’ punti O, ed o,
ancora la Oo debba effere divifa per
metd nel punto N, ed in confeguenza
farfi eguale cosi la MO alla mo,
come la m O alla Mo. Quindi la pri~
ma , e principal proprieta , che com-
pete all’ iperbole per rapporto ai {uoi
afintoti, fi ¢, che tanto il retrangolo
delle duve M O, Mo, quanto il rettan-
golo dell'altre due m O, mo f1a egua-
le al quadrato della meta dell’affe con-
jugato D 4, ed in confeguenza eguzﬂc

alla
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alla quarta parte della figura del pro-
prio affe AB.

270. In fatti , per I’ iperbole , il
guadrato della M N fta al retrangolo
delle due AN, BN, come il quadra-
to della CD, o0 fia AF al quadrato
della. CA . Ma, per gli triangoli e-
quiangolt CNO , CAF , ancora il
quadrato della NO{ta al quadrato del-
la CN, come il quadrato della AF
al quadrato della C A. Dunque nella
ragione di quefti flefli quadrati fard al-
tresi la differenza tra li quadrati delle
due NO , NM alla differenza tra il
quadrato della CN , ed il rettangolo
delle due AN, BN ; e per tanto ,
effendo la prima differenza eguale al
rettangolo delle due MO, Mo, ¢ la
feconda cguale al guadrato della CA,
fara il rettangolo delle due MO, Mo

® eguale al quadrato dellaAF,o0 fiaCD.

271. Per la fteffa ragione, fe PQ
fia un’altra ordinata dell’affe AB, che
s’ incontri prolungata colli due afintoti
ne’punti R, ed v; ancora il rettango-
lo delle due PR, Pr fard eguale al
guadrato della CD. Ma , ficcome da
cid ne fegue , che flano eguali tra di
Joro li due rztrangoli , uno della MO
nella Mo , ¢ P altro della PR nella
Pr ; cosi da quefta loro uguaglianza

pud dedurfenz un’ altra, e i ¢, che
co-
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comunque per gli due punti M , e P
dell’ iperbole tirinfi due rette paralicle
Ss, Tt , che s’ incontrino collt due
afintoti ne’ punti S, s, T, ¢z , ancora
il rettangolo delle due MS, Ms debba
effere eguale al rettangolo dell’altre due
PT, P:.

272. La ragione & chiara . Impe-
rocché , eflendo equiangoli, cosi li due
triangoli MOS, PRT , come gl al-
tri due Mos, Prr, li due retrangoli,
uno della MS nella M s, I’ altro delia
MQ nella Mo, faranno in ragion com-
pofta , non folo di MS ad MO, e di
M;s ad Mo, ma ancora di PR a PT,
edi PraPr.Ma in queflta ftefla
ragion compofta , {ta altresi il rettan-
golo della P T nella Pz al retrangolo
della PR nella Pr. Dunque li primi
due rettangoli faranno neila ftefla ra-
gione con queft’ altri due ; e per tan-
1o, eflendo il rettangolo delle due MO,
Mo eguale al rettangolo dell’altre due
PR, Pr, ancora il rettangolo delle
due MS, M s fard eguale al rettango-
lo dell’altre due PT, Pr.

273. Da queft altra nguaglianza ne Fig.
feguono ora varie confeguenze ; ed in 55
primo luogo, fe tra li due afintoti ti-
rifi ad arbitrio la T ¢, che s incontri
con effi ne’ punti T, e ¢z, e coll’ iper-
bole ne’punti P, e p , ed Mm fia il

dia-~
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diametro, che divide la Pp per merd
nel punto Q, ancora la tutta T ¢ fard
divifa per metd nello fleflo punto. In
fatti , dovendo effere il rettangolo del-
le due PT , Pt eguale al rettangolo
dell’ altre due p T, pt; fe ad effli ag-
ginnganfi li quadrati fimilmente eguali
delle due PQ, pQ , fard il quadrato
della T Q ancora eguale al quadrato
della tQ ; e per tanto , facendofi e-
guali le due T Q, #Q, fard divifa la
tutta T ¢ per meta nel punto Q.
274. In fecondo luogo , fe KL fia
il conjugato del diametro M m, fard
cosi il retrangolo delle due PT, Py,
come il rettangolo dell'altre due p T,
pt eguale al quadrato della metd CK
di quefto conjugato,ed in confeguenza
eguale alla quarta parte della figura
del diametro Mm. In fatti, fe al ver-
tice del diametro M tirifi la tangen-
te OR, che s’incontri colli due afin-
toti ne'punti O, ed R ; ancora quefta
tangente , come parallela all’ ordinata
PQ del diametro Mm , dovri effere
divifa per metd nel punto M. Onde ,
effendo eguali le due MO, MR s 1l
loro rettangolo non fard differente dal
quadrato di una di eflce MO ; e per
tanto il rettangolo delle due P T, P+
fara eguale al guadrato della MO.

275. Or, attenta quelta vguaglian-
za
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za il rettangolo delle due PT , P
fara al quadrato della CM , come il
quadrato della M O allo fteflo quadra-
to della CM, o pure come il quadra-
to della T Q al quadrato della C Q .
Onde , togliendo i termini della pri-
ma ragione dalli termini della {econ-
da, ancora il quadrato deila P Q fara
al rettangolo delle due MQ , mQ_ ,
come il quadrato della M O al gqua-
drato della CM. Ma, per I iperbole,
il quadrato della PQ dee effere al ret-
tangolo delle due M Q , m Q , come
il guadrato della CK al quadrato del-
Ja C M. Dunque , facendofi eguali ki
quadrati delle duve MO , CK, fara il
rettangolo delle due PT , P eguale
al quadrato della CK, che ¢ l2 meta
del conjugato K L.

276. In terzo luogo , fe dal punto
P dell iperbole tirifi la PSs parallela
al diametro {uo proprio Mm , che ¥
incontri colli due afintoti ne’ punti S,
ed s ; fara al contrario il rettangolo
delle due P S, Ps eguale al quadrato
della metd dello fteflo diametro, ed in
confeguenza eguale alla quarta parte
della figura del fuo conjugato KL .
In fatti , effendo equiangoli , cosi li
due triangoli PTS, MOC , come
gl altri due Prs, MR C, fara il ret-
tangolo delle due PS, Ps al rettan-

golo
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eolo dell’ altre due PT, P, non fo-
lo in ragion compofta di PS a P T,
e di Ps a Pr , ma ancora in ragion
duplicata delle due CM, MO, o pu-
re delle due CM, CK. Onde, effen-
dofi dimoftrato, che il rettangolo delle
due PT , P¢ fia eguale al quadrato
della CK, fara al contrario il rettan-
golo dell’ altre due PS , Ps eguale al
quadrato della CM.

277. In quarto luogo , effendo e-
guali, e parallele le due OR , KL,
chiaro i ¢ , che li due afintoti fiano
diagonali altresi del parallelogrammo ,
che formafi colle rette , tirate talmen-
te per gli vertici delli due diametri
Mm, KL , che fiano reciprocamente
parallele agli ftefi d'ametri ; onde gli
ftefli afintoti {i potranno determinare ,
non folo colli due afli dell’ iperbole ,
ma ancora con due qualfifiano diame-
tri, che fiano conjugati tra effo loro;
né vi fard altro divario tra 'una , e
I’altra determinazione , fe non che i
due angoli, che formano li due afintoti
da ambedue le parti col loro incontro,
refteranno divili in parti eguali dalh
due afli, ed al contrario in parti dif-
uguali dalli due diametri.

278. Finalmente , conforme la tan-
gente OR, tirata ad un punto M dell’

iperbole , e terminata alli due afintoti,
¢ di-
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¢ divifa per meta nello fteflo punto ,
ed & egunale , e parallela al conjugato
del diametro M m ;cosi da quefto ftef-
fo ticavali , come dati li due afintoti
pofla defcriverfi I iperbole in modo ,
che pafli per un dato punto M. Tirifi
percid da gquefto punto la MV paralle-
la ad uno delli due afintoti, che s in-
contri coll’ altro afintoto nel punto V3
indi , fatta la V O eguale alla CV ,
congiungafi la OM , che s'incontri pro-
lungata col primo afintoto nel punto
R. E conforme la OR dce effere tan-
gente dell’ iperbole nel punto M, ed
in confeguenza eguale, e parallela al
conjugato del diametro M m ; cosi col-
la medefima fi avranno li dari baftan-
ti , per defcrivere I iperbole, che i di-
manda .

279. Ma per ritornare alla proprieta, Fig.
da cui fi fono ricavate le riferite con- 56.
{eguenze, noteremo ora, che quantun-
que le due M S, PT non {iano a di-
rittura coll’ altre due My, Prj pure
il rettangolo delle due M S, Ms fara
esuale al rettangolo dell’altre due PT,
P:, fempre quando le quatiro rette,
che li contengono, fianfi tirate in mo-
do , che fiano parallele tra di loro,
tanto le due M'S, P T, quanto l'altre
due M s, Pr; e cid per la ragione ,
che effendo tattavia equiangoli, cos‘i1 i

ue
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due triangoli MOS, PR T, come gl
altri duve Mos , Pre | pure li rettan-
goli delle due MS , PT nell’altre due
M s, Pt {fono nella ftefla ragion com-
pofta , in cui fono gl altri rettangoli
delle due MO , PR nell’altre due Mo,
Pr.

280. Se poi le quattro rette M S,
PT, Ms, Pt tirinhh con legge tale,
che le prime due MS, PT fiano pa-
rallele ad uno delli due afintoti, e l'al-
tre due M s, P ¢ parallele all’ altro a-
fintoto ; chiaro i é , che quefte due
Mys , Pr fiano cguali alle porzioni
CS, CT del primo afintoto ; on-
de il rettangolo delle due MS, CS
fimilmente fara eguale al rettangolo
dell’altre due PT, CT .E per la {teffa
ragione , facendofi al contrario le pri-
me due M S, PT eguali alle porzio-
ni Cs, Cr dell’altro afintoto; ancora
il rettangolo delle due Ms , Cs fard
eguale al rettangolo dell’ altre due P:,
C:.

281, Or 1]l coftume de’ Geometri fi
é, di riguardare , come ordinate dell’
afintoto le rette, che dalli punti dell’
iperbole tiranfi su di effo parallele all’
altro afintotc ; onde la proprieta dell’
iperbole per rapporto all’afintoto fara,
che fiano eguali tra di loro li rettan-
goli,fatti dall’ ordinate nelle corrifpon-

denti
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denti porzioni dell’ afintoto , prefe dal
centro . Conforme poi dacido ne f{egue,
che |’ ordinate fiano nella reciproca ra-
gione delle fteffe porzioni ; cosi non
{ara difficile ad intender(i , che li due
afintoti debbano fempre pit accoftarfy
all’ iperbole , ma non mai con effa in-
contrarfi.

282. In fatti, effendo |’ ordinate di
ciafcuno delli due afintoti reciprocamen-
te proporzionali alle corrifpondenti por-
zioni dello fteflo afintoto , prefe dal
centro ; chiaro fi ¢, che ficcome | or-
dinate debbon{i tanto pit minorare ,
quanto maggiormente difcoftan{i dal cen-
tro, cosi | afintoto, con diftenderfi pil
oltre , debbafi fempre piu approflima-
re all’ iperbole. Conforme poi a qual-
fifia porzione d’afintoto dee {fempre cor-
rifpondere una qualche ordinata ; cosi
tra I’ iperbole , ed il termine di quella
porzione fempre vi fara una qualche
diftanza, onde fi &, che non mai I a-
fintoto poffa incontrarfi coll iperbole .

2¥3. Cid perd dee intenderfi di qual-
fifia porzione d’afintoto, che fia dilun-
ghezza finita ; poiché , {e mai la por-
zione fia infinitamente lunga , la lun-
ghezza dell’ ordinata ad efla corrifpon-
dente dovra effere al contrario infinita-
mente picciola jonde preffo a poco po-
tra dirfi , che in una diftanza inﬁnciltal

a
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dal centro li due afintoti s’ incontrino
coll’ iperbole . Poflono adunque riguar-
darfi gli {tei afintoti come gl’ uliimi
diamem dell’ iperbole ; e confiderandoli
in quelta guila , 1 confonderanno con
efli , cosi li conjugari degli tteili dia-
metri , coma le tangenti tirate ai loro
vertict .

284. Ed in vero, facenlofi di una
lunghezza infinita la porzione dell’ afle
corrrfpondent; at vertici delli due ulri-
mi diametri ; le tangenti , tirate agli
flefli vertici, s’ incoatreranno prt.(fo a
pocn coll’ aflz nel centro dell inerbole;
onde le f{tefle tangenti , confonden iofi
colli due diametri, {1 confonderanno al-
tresi collt due afiateti: Debbonli con-
fondere poi cozli {telli alintoti eziandio
li conjugati delli due ultim: diametri ,
per la ragione, che efli medefim: fono
afintoti ancora dell’ altra iperbole con-
jugata. Ed effendo cosi, eziandio nell’
iperbole le due {pecie de’ d-ametri fa-
ranno fenarate tra eflo loro per mezzo
di due diaretri,eguali tanto tra di effj,
quan:o colli loro conjugati.

285, Finalmente all'iperbole, confi-
derata per rapporto ai fuoi afinroti ,
compete un’ altra proprieta ; e fi &,
che fe ad un punto di efla M tirifi la
tangente M T, che s'incontri con uno

dejli due afintoti nel punto T ,e {ullo
fiello
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fleflo afintoto fi abbafli 'ordinata MIN;
debba effere la fottotangente N T e-
gaale alla porzione dell’ afintoto C N,
corrifpondente all’ ordinata M N . In
fatti, fe prolunghifi la tangente MT
per fino a che s’ incontri coll altro a-
fintoto nel punto R, faranno eguali le
duie MT , MR . Onde , effendo la
M N parallela alla CR , ancora I' al-
tre due N T, CN dovranno effere e-
guali : dal che ne fegue,che li rettan-
goli fatti dall’ ordinate nelle rifpettive
{ottotangenti flano eziandio eguali tra
di loro.

286. Notifi qui intanto,che {e AB
fia I affe proprio dell’ iperbole , e dal
fuo vertice A {i abbafli {oora uno deliy
due afintoti I’ ordinata A E |, fi faran-
no eguali le due CE , AE. La ra-
gione ¢ chiara ; poicheé , fe allo ftef-
fo vertice A tirii la trangente AF ,
che s’ incontri collo {teflo afintoto nel
punto F, fard la CE eguale alla EF.
Ma, per eflere | angolo CA F retto,
il mezzo cerchio, defcritto fulla CF ,
come diametro,dee paffare per lo pun-
zo A . Dunque, effendo E il centro di
quelto mezzo cerchio, fara cosi la CE,
come la EF eguale alla AE. E quin-
di {i ¢, che al quadrato, tanto della
AE, quanto della CE fiafi dato il no-

me di potenza dell’ iperbole, in quan-
Tom. 111, H tochd
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toché¢ al quadrato di ciafcuna di effe
dee effere da per tutto eguale il rettan-
golo, cosi delle due M N, CN, co-
me delle due M N, NT.

287. Eflendo cosi, niente fara pid
facile , quanto di defcrivere un’iperbole,
di cui fiano dati li due afintoti CX ,CZ
ifieme col lato della {ua potenza. Taglifi
percid da uno delli due afintoti la por-
zione CE eguale al lato dato della po-
tenza , indi tirifi la EA parallela all’altro
afintoto , ed eguale alla CE ; e con-
forme la C A dee elfere la meta dell’
afle proprio dell’ iperbole, cosi fe dallo
{teflo afintoto taglift in appreflo la EF
fimilmente eguale alla CE, fard la AF
esuale alla meta dell’ affe conjugato ;
onde, con efler noti li due affy, fi potra
facilmente defcrivere |’ iperbole ricerca-
ta. Anzi in quefta maniera potra de-
fcriverfi ancora I’ iperbole, che avendo
per afintoti le due CX ,CZ pafli per
un dato punto M, per la ragione, che
abbaffata fopra uno delli due afintoti
la MN parallela all’altro afintoto , e
ritrovata tra le due CN , M N la
mezza proporzionale , fi avrd con effa
il lato della potenza dell’ iperbole .

§. XXI.
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§. XXI.

Della mutua corrifpondenza delle tre
curve .

2.88. DImoﬁrate le proprietd prin-

cipali, cosi della parabola,
come dell elliffe , e dell’ iperbole , {og-
giungeremo ora alcune rifleflioni mtor-
no alla motna corrifpondenza delle ftef-
fe curve . Ed in vero étale la lorocon-
neflione , che fembrano eflfere pit to-
flo diverfe modificazioni di una fteffa
curva. [n fatti, confiderandole nel cono,
da cui ricavanfi, fi ha l'ellifle, quante
solte il piano fecante incontrafi al di (otto
del vertice del cono coll’ altro lato del
triangolo , tagliato dallo fteflo ccno per
un piano, che pafli per I affe. Ma la
itefla elliffe , ficcome cambiafi in para-
bola, gnalora il piano fecante fi fa pa-
rallelo all’ altro lato del triangolo ; cesi
{i cambierd in iperbole , fempre quan-
dolo fteflo piano fecante incontrafi coll’
altro lato del triangolo al di fopra det
vertice del cono.

289. Ma, fenza confiderare le tre
curve , fecondoché ricavanfi dal cono ,
egli ¢ facile ad intender(i, che I'ellifle
primieramente debba cambiarfi in pa-

rabola, con farfi !’ altro vertice del fuo
H 2 afle
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afle infinitamente diftante dal primo ;
ed indi trasformarli in iperbole , con
difcoftarfi I’ altro vertice talmente dal
primo, che paffi dal lato oppoflo: co-
me in fatti, con fupporre ' aflc dell’el-
liffe di una lunghezza, ora infinita, ed
ora pit che infinita, cioé negativa ,
poffono dedurfi dalle {teffe {ue proprie-
ta , cosi quelle della parabola, come
I’ altre dell’ iperbole .

Fig. 200. Ed in vero, fe AB fia I'afle

58. dell’ellifle , chiaro fi ¢ , che con farfi
egli di una lunghezza infinita, facciafi
infinitamente diftante dal vertice A |
non folo I'altro B, ma ancora il cen-
tro C, che divide laffe per meta ; on-
de gl altri diametri , che inrerfeganfi
nel centro C, {i faranno paralleli cosi
coll'affe , come tra effi loro . Se poi
MN, PQ fiano due ordinate dello
fteflo affe , li loro quadrati dovranno
effere nella {emplice ragione delle por-
zioni AN, AQ, prefe dal vertice A,
e corrifpondenti alle {teffe ordinate; in
quantoche¢ I' altre due porzioni BN ,
B Q, facendofi di una lunghezza infi-
nita , ed eflendo differenti tra di efle
per la porzione finita N Q , debbono
averfi come eguali tra di loro.

291, Con farfi ' affle A B di una
lunghezza infinita, dee effere altresi il
quadrato dell’ ordinata M N eguale al

ret-
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rettangolo del parametro dell’ affe A B
nella corrifpondente porzione AN . Sia
percid A H il parametro dell’affe A B,
fituato nel vertice A in modo, che fia
parallelo all’ ordinata M N. Se adun-
que congiungafi la BH , con cui va-
dafi ad incontrare |’ ordinata M N nel
punto O ; fard il quadrato della ftefla
M N eguale al rettangolo delle due
AN,NO. Ma, con farfi I'altro ver-
tice B infinitamente diltante dal primo
A , ficcome f{i fanno parallele le due
AB, HB, cosi, facendofi la N O e-
guale al parametro A H, fara il qua-
drato dell’ ordinata M N eguale al -ret-
tangolo del parametro AH nella por-
zione A N.

202. Quefta ftefla uguaglianza pud
dedur(i ancora da cid , che nell elliffe
il quadrato dell’ ordinata M N fia al
rettangolo delle due porzioni AN, BN,
come AH ad AB. Imperocché , ef-
fendo AH ad A B, comez il rettango-
lo d:lle due AH , AN al rertangolo
dell’ altre due AB, AN ; fara nella
ragione di quelli {teili retrangoli ancora
il guadrato dell’ ordinata M N al ret-
tangolo delle due porzioni AN, BN.
Ma, con eifere I altro vertice B infi-
nitameante diftante dal primo A, {1 fa
exunale, cosi la B N all’afle AB, co-
m: il rettangolo delle dna AN , BN

H j3 al
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al rettangolo dell’ altre due AB, AN.
Dungue ancora il quadrato dell’ ordi-
nata M N dovrd fari eguale al rettan-
golo del parametro AH nella porzione
corrifpondente AN .

293. Or avendo gl altri diametri
dell’ elliffe la {teffa proprietd del fuo
affe jchiaro i é, che quel tanto avvie-
ne all’ ordinate dell’ afle A B, con farfi
infinita la {ua lunghezza, debba avve-
nire ancora all’ ordinate di ogn’ altro
diametro; anzi dal teorema dimottrato
nell’ elliffe, per la ricerca degl altri dia-
metri, deduceli ancora quello premeffo
nella parabola per la ricerca de’ {uoi .
In fatti fe AB fia I’ affz dell’ elliffe ,
e la Dd tirata per lo centro C divida
per meta nel punto E I’ altra AM ,
fi dimoftrd , che abbaffata f{ull’ affe
A B ordinata DF , fia CE a CD,
come CF a CA. Ma, conforme divi-
dendo dee eflere ancora DE a CD ,
come AF a CA ; cosi, con farfi il
centro C infinitamente diftante dal ver-
tice A , i fanno le due CD, CA ,
non folo parallele ; ma eguali ancora
tra di loro; onde eziandio le due DE,
AF dovranno effere eguali, ficcome fu
dimoftrato nella parabola.

294. Nella ftella {uppofizione di ef-
fere infinita la lunghezza dell’affe AB,

ficcome il diametro D4 fi fa eguallle
. a L
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Al affe A B, cosi le loro figure faran-
no nella femplice ragione de’ loro pa-
rametri ; e quindi fi &,che li quadrati
delle due ordinate DF , AE, confor-
me nell’ elliffe fono , come la figura
dell’ affe A B alla figura del diametro
Dd, cosi nella parabola {iano , come li
foli loro parametri . E poich¢ nella
medefima fuppofizione fi fanno eguali
tra di loro rtutti li diametri ; quindi
ancora fi ¢ , che le proprieta deil’ el-
life, in cui le quantita, che pongonil
s calcolo, fono come le figure di due
diametri , nella parabola fianfi concepi-
ce in modo , che le fteffe quantita fo-
no nella femplice ragione de’ loro para-

metrt .

20¢. Quantunque poi li diame-
eri deil’ elliffe abbiang li loro conjuga-
ti , nientedimeno nella parabola que-
{t altri diametri non poffono porfi 2
calcolo per la ragione, che cambiandofi
I elliffe in parabola, effi fi fanno infini-

ramente diftanti dal fuo affe. In fatti, Fug.

(e Dd fia I altro affe dell’ellifflc, e i 59.
diametri , che dividono le due AD,
A d per metd, fiano M m, P, chia-
ro i ¢, che facendofi il centro C in-
fnitamente diftante dal vertice A ,
debbano farfi , non folo di una lunghez-
22 infinita le due AD, Ad, ma in-
finitamente diftanti ancora dall'afle AD
H 4 li
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li due diametri Mm, Pp; onde, tan-
to quelti due diametri, quanto glaltri,
che feguono dopo diefli faranno in fi-
tuazione tale , che non poffono effere
da noi confiderati.

296. Or, ficcome Mm , Pp fono
li due diametri dell’elliffe, che effendo
conjugati tra effo loro,fono eguali tan-
to tra di efli , guanto colli loro para-
metri ; cosi per mezzo degli ftefi due
feparanfi gl’ aleri diamerri dalli loro
conjugati ; come in fatti li diametri >
corrifpondenti alle due porzioni dell'cl-
life AM , AP, debbono avere per
loro conjugati glaltri, che corrifpondo-
no all’ altre due porzioni contrarie dP,
D M. Ed effendo cosi, vedef; ancora,
che facendofi I'affe A'B di una lun-
ghezza infinita, pongia Plintera elliffe,
ma la fola porzione diefla MAP fom-
miniftra alla parabola , cosi gl’ infiniti
fuoi diametri , come I’ infinita fua e-
ftenfione .

297. La proprietd della tangenta
della parabola , eziandio deducefi da
quella dell’elliffe. In fatti, fe la MT
tocchi I elliffe in un qualche punto M,
e la medefima s incontri con unno de’
fuoi diametri A B nel punto T ; di-
moltrammo , che abbaflandofi dal pun-
to del contatto M fullo fteffo diametro
' ordinata M N , fiano le tre CN y

CA,
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CA , CT continuamente proporzio-
nali , ed in confeguenza , che C N fia
aCA,come CAaCT. Or, con-
forme con togliere li termini della pri-
ma ragione dalli termini della feconda,
dee effere altresti CN a CA , come
AN ad AT, cosi , con farfi il cen-
tro C infinitamente diftante dal vertice
A, fi fanno eguali le due CN, CA;
e pertanto ancora laltre due AN, AT
dovranno effere eguali.

208. Se poi A B fia I' affe dell’ el-
life, e la perpendicolare M S, alzata
dal punto del contatto M fulla tangen-
te M T, s incontri con eflo nel punto
S ; dimoftrammo parimente , che eflen-
do AH il parametro dell’ afle A B,
fia NS a CN,come AH ad AB;
ma da quefto fteflo ricavafi, che nella
parabola N'S debba effere eguale alla
meta del parametro A H ; poiché, fa-
cendofi il centro C infinitamente di-
ftante dal vertice A , fi fanno eguali
Je due CN, CA ; onde NS fara a
C A fimilmente , come AH ad AB;
e per tanto , conforme CA ¢ eguale
alla meta dell’ affe A B, cosi la fotto-
normale N S fard egunale alla meta del
parametro A H.

299. Finalmente, fe ¥, ed f fiano
1i due fochi dell’ elliffe, ed effendo CFE
a CA, come CA a CG, fia la per-

H g5 pen-
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pendicolare GK alzata fulla CG Ia
fua direttrice ; chiaro fi &, che confor-
me nella parabola dee porfi a calcolo
il folo foco F per la ragione , che Ja
diftanza dell’ altro f dal vertice A di-
venta infinita ; cosi debba determinarfi
in effa la direttrice GK , con fare la
A G eguale alla AF : come in fartti
eflendo CF a CA , come CA a CG ;
fara dividendo CF ad AF , come CA
ad AG; onde , con fari il centro C
infinitamente diftante dal vertice A ,
ficcome fi fanno eguali le due CF,
CA, cosi ancora [' altre due AF ,
A G dovranno eflere eguali; e per la
ftefla ragione la MF dovrd effcre e-
guale, non folo alla perpendicolare MK,
abbaffata dal punto del contatto M ful-
Ja direttrice GK, ma ancora a ciafcu-
na delle due TF, SF,

300. Notifi percid, che nell’ elliffe,
conforme fu dimoftrato , che M F fia
ad SF, come CA a CF ; cosi la
ftella M F debba effere a TF, come
CN a CA | In fatti , eflendo conti-
nuamente proporzionali , cosi le tre
CF,CA,CG, come le re CN,
CA, CT; fard il quadrato della CA
eguale, cosi al rettangolo delle due CF,
C G, come al rettangolo dell’altre due
CN, CT ; onde , dovendo effere e-

guali tra di Jero quefti due xettang?h',
ara
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ari CN aCG,come CFaCT
ed in confeguenza dividendo CN fard
ad NG, come CFa TF. Ma NG
fta ad MF, come CA a CF. Daun-
que , ficcome perturbando dee effere
CN ad MF, come CA a TF; cosl
permutando fara CN a C A, come
MF a TF: dal che ne fegue, che le
due SF, TF fiano nella fle(fa ragione
colle due CN, CG.,

501, Con effere poi infinita la di-
{tanza dell’ altro foco f dal vertice A,
dee farfi la M f non folo di una lun-

hezza infinita , ma parallela altresi
all’ affe AB ; e quindi fi ¢, che nella
parabola formino angoli eguali colla
tangente MT la MF, tirataal foco F,
e Ja retra, che tirafi parallela allo feflo
affe. E poiché la Mf, con farli di a-
na lunghezza infinita, i confonde col
diametro , che ha per vertice il pun-
to del contatto M ; quindi ancora
fi ¢, che nella parabola , tanto la
MF, quanto ciafcuna delle fue eguali
MK, TF, SF, fia eguale alla quar-
ta parte del parametro, che rapportafi
allo {teffo diametro ; anzi dall’ unione
della M f col riferito diametro deriva,
che |’ ordinara tirata per lo foco ¥ ta-
gli da effo una porzione fimilmente e-
guale alla quarta parte delle fteffo pa-

rametro.
H ¢ 3¢2.
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Fig. 302. Or, conforme I’ elliffe cam-

59. biali in parabola , con farfi infinita la
lunzhezza dell’ alfle A B ; cosi, fe la
lunghezza del medefimo affe facciafi piy
ehe infinita, cioé negativa, fi cambie-
ra in iperbole la fteffa elliffe . In fatti,
affinche I’ altro vertice B pofla paffare
dal lato oppofto, e farli in confeguen-
za negativa la lunghezza dell’'affe AB,
fa duopo, che egli faccia intorno al pri-
mo vertice A wa giro infinito ; ma nel
mentre,, che tanto da effo, quanto dal
centro C {1 fa un rle giro, lz quarttro
porziont MAP , mBp , MDp , Pdm ,
in cut dividono Pelliffe 1i due diametri
eguali Mm , Pp, non folo acquiltano
infinita eftenfione , ma dilpongonfi al-
tresi in modo , che colle due prime fi
hanno le due iperboli principali, e coll’
altre due le loro conjugate ;delle quali
iperboli ft fanno non meno tangenti ,
che alintoti comuni li due diamerri e-
guali Mm, Pp.

303. Per ' intelligenza di cid, no-
teremo primieramante, che fe bane le
quattro riferite porzioni reftino fempre
unite per (ino a che dal vertice A di-
fcoitali infinitamente I' altro B ; nien-
tedimeno , qualora quelt’ altro vertice
da quella infinita diftanza ritorna ver-
fo A per lo lato oppofto,rimane nella
fua fituazione la prima porzione MAP,

- e con
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e conduce egli feco le fole tre rima-
nenti . Anzi , perché infieme con eflo
ritorna ancora ver{fo A il centro C ;
quindi fi &, che li due diametri eguali,
che diventano paralleli in quella fte(fa
infinita diftanza, interfeghinfi nel ritor-
no dal lato oppofto, e racchiudano nel
loro angolo la rimafta porzione MAP,

304. Noteremo in fecondo luego ,
che il ritorno del vertice B verfo A
per lo lato oppofto debba farfi per fi-
no a che colla loro diftanza facciafi I’
afle AB della fleffa lunghezza di pri-
ma ; onde giunto , che egli fara ad u-
na tale fitnazione , rimanera con eflo
la porzione mBp, e I alre due pal-
feranno pill oltre infieme col centro C,
che dee arreftarfi in quel punto , che
divide lo fteflo affe per meta.E ficco-
me in quelto fteffo punto interfeganfi
finaimente li due diametri eguali Mm,
Pp, cosi refleranno racchinfe nelli lo-
ro angoli verticali ambedue le porzioni
MAP, mBp, di cni faranno alinto-
ti, e tangenti inflleme gli ftefhi diame-
tri , per efferfi fatte d'infinita eftenfio-
ne , tanto le due porzioni , quanto li
due diametri .

305. Noteremo in terzo lnogo, che
{fe bene, difcoftandofi dal vertice A in-
finitamente I’ altro B, ancora I altro-
afle Dd facciali di una lunghezza 1n-

finita.
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finita ; nientedimeno nel ritorno dello
fteflo vertice verfo A per lo lato op-
polto, la fua lunghezza minorali gra-
datamente , e riducefi finalmente a quel-
Ja di prima; onde fi &, che colla fua
diminuzione le rimanenti due porzioni
MDp, Pdm da concave, che prima
erano verfo il ¢entro C,diventino con-
vefle ; e rimanendo racchiufe negl’ altri
due angoli verticali , che formano col
loro interfegamento li due diamatri e-
guali M m , Pp , abbiano anche effe
per loro tangenti , ed afintoti gli ftefld
diametri.

306. Noteremo finalmente , che il
cambiamento in iperbole delle due por-
zioni MA P, mBp avviene propria-
mente nel ritorno del vertice B varfo
A per lo lato oppolto . In fatti con
7ueﬁo ritorno il centro C avvicinafi
empre pin al vertice A ; onde facen-
dofi fempre pid maggiore |’ angolo ,
che formano nello fteflo centro i due
diametri eguali Mm , Pp ; le due por-
zioni MA P, mBp, di cui fono tan-
genti gli (tefli diamertri, fi slargano {em-
pre piu ; ed in confeguenza da para-
bole , in cui eranfi cambiate nell’ in-
finita diftanza delli doe vertici, diven-
tano iperboli . E lo fteflo avviene all’
altre due porzioni MDp, Pdm, che

colla diminuzione , che foffre la lun-
ghez-
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ghezza infinita dell altro afle D 4, da
concave , che prima erano verfo il cen-
tro C, diventano convelfe .

307. Vedefi intanto , che qualora
I elliffe cambiafli in iperbole, non fi fa
altro cambiamento nelle {ue proprieta,
{e non fe quello,che deriva dalla con-
traria {itvazione delle rette, che le ri-
guardanc ; ed un tal cambiamento av-
viene altresi ai conjugati delli fuoi dia-
metri ; poiché, fe bene nell ellifle alla
porzione M A P fiano aderenti le due
DM, dP, ed all’altra mBp | altre
due Dp, dm; nientedimeno nell’ iper-
bole quefte due ritrovanfi fituate preflo
la prima M AP, e !’ altre due preffo
I'altra mBp; onde fi ¢, che confon-
donfi cogli {tefli afintoti, tanto li due
ultimi diametri , quanto li loro con-
jugati.

308. Del rimanente egli ¢ facile ad
intenderfi , che cosi nell’ elliffe , come
nell’ iperbole , fecondo variafi la ragio-
ne, che ferbano tra di effi li loro affy,
debba variare altresi la loro {pecie :;
onde due ellifli, 0 due iperboli debbonfi
avere come fimili , fempre quando li
due afli di una di efle fono nella ftefla
ragione colli due afli dell’ altra . Ma
non avviene lo fteflo alla parabola ;
poiché ,{e bene ella per ragion del pa-
rametro del fuo afle pofla effere di

mag-



184 BREVE TRATTATO
maggiore, o minore ampiezza ; nien-
tedimeno la fua fpecie & {empre la ftef-
fa , onde fi ¢ , che tutre le parabole
fiano fimili; il chericavafi ancora chia-
ramente dalla maniera, con cui dedu-
conlt dal cono le tre curve.

§. XXIL
Desglt fpazj racchinfi dalle fleffe

1re curve .

309. Afferemo ora a confiderare gli

. {paz) , che racchindono le
ftefle curve colli loro afli, e colle loro
-ordinate . Ed incominciando da quello
della parabola , che pud determnarfi
con efattezza , fla AB il fuo afle, ed

ig. M N una delle {ue ordinate . Compi-

fcafi il parallelogrammo N O, ed io
dico , che di quefto parallelogrammo
‘ne contenga li due terzi lo {pazio pa-
rabolico AMN , ed in confezuenza
che lo fteflo {pazio fia duplo dell’altro
efteriore AMO. Per dimoftrarlo, pon-
gaft, che la m»n fia un’ altra ordinarta
talmente vicina alla prima M N, che
I archetto M m della parabola poffa ri-
guardarfi come una picciola retta ; e
pongali altresi , che la mo parallela

alla. MO s incontri colla M N nel

punto r.
310,
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s10. Potendofi adunque riguardare
I’ archetto M » come una picciola ret-
ta , col medefimo prolungato {i avra
la tangente della parabola M T . On-
de, facendofi il triangolo MNT equi-
angolo coll’” altro picciolo Mrm , fara
MN ad NT, come Mr ad rm , 0
pure come Oo ad N#; e per tanto il
yettangolo delle due MN, N#, o fia
il picciolo quadrilatero MINwnm fara e-
guale al rettangolo dell’ altre due NT,
Oo . Ma, per cffere la NT dupla
della A N, ovvero MO, il retrango-
lo delle due NT, Oo ¢ duplo dellal-
tro picciolo quadrilatero MOom . Dun-
gue ancora il primo picciolo gquadrila-
tero M N nm fard duplo di queftaliro
M Oom ; ed in confeguenza , avendo
luogo da per tutto la ftefla dimoftra-
zione , fara lo fpazio parabolico AMN
eziandio duplo dell'altro efteriore AMO,
211. Se PQ fia un’ altra ordinata
dell’ affe A B, e compifcafi I altro pa-
yallelogrammo QR, fara lo fpazio pa-
rabolico A P Q fimilmente duplo dell
altro efteriore AP R . Quindi, tanto
li due fpazj interiorr AMN, APQ,
quanto gl’ altri due efteriori AMO ,
A PR, come parti imili delli due pa-
rallelogrammi N O, QR , faranno con
efi nella fteffa ragione; dal che ne fe-
gue, che gli ftefhv fpaz; fiano, come éz
cubi
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cubi dell’ ordinate M N, P Q ; poiche,
ficcome li due parallelogrlammi N O ,
QR f{ono tta effo loro 1n ragion com-
polta di MN a2 PQ,edi AN ad
A Q; cosi, attenta |’ indole della pa-
rabola, le due AN, A Q fono in ra-
gion duplicata dell’ altre due M N ,
PQ. _

312. Per guanto poi agli {pazs, che
Pelliffe, e I’ iperbole racchiudono colli
loro affi, e colle loro ordinate , quefti
non poflono averfi con efattezza , ma
foltanto per via di approffimazione .
Sia percid primieramente l'elliffe AMB,
e full’ affe di efa AB fi abbaffi da u-
no de' {fuoi punti I’ ordinata MN . De-
ferivafi fullo fteflo affe il mezzo cer.
chio A O B, colla di cui circonferenza
s incontri I ordinata M N nel punto
O, e fia D4 I' altro affe dell’ elliffe .
Io dico, che lo fpazio ellittico AMN
fia al corrifpondente fpazio circolare
A ON nella {tefla ragione, in cui (ono
li due affi dell’ellife D4, AB, o pu-
re le loro metd CD, CA.

313. Per dimofirarlo, pongafi, che
m~n {1a un’ altra ordinata infinitamente
vicina alla prima M N, che s incontri
colla circonferenza del mezzo cerchio
nei punto ¢ . Siccome adunque , per I’
elliffe , il quadrato dell' ordinata M N
fta al rertangolo delle due AN, B N,

ccine
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come il quadrato della CD al quadra-
to della CA; cosi, per lo mezzo cer-
chio, il rettangolo delle due AN ,BN
& eguale al quadrato della ON. On-

de , dovendo effere li quadrati delle

due M N, ON nella ftefla ragione
colli quadrati dell’ altre due CD, CA,
fart M N ad ON,come CD a CA.
Ma li due piccioli quadrilateri MN»m,
O N o fono tra di loro , come M N
ad ON. Dunque gli ftefh piccioli qua-
drilateri faranno 'jtres‘l , come CD a
C A ; ed in confeguenza , avendo luo-
go da per tutto la {teffa dimoftrazione,
ancora li due fpazg AMN , AON
faranno tra effo loro , come CD a
CA.

 314. Se poi congiunganfi le due
CM, CO, fimilmente il fettore ellit-
tico A CM dovra effere al corrifpon-

dente {ettore circolare ACO, come .

CD aCA . In fatti , effendo MN
ad ON, come CD a CA, li due
triangoli CM N, CON faranno nella
{tefla ragione colli due fpazy) AMN,
A O N; onde, cqngiungendo li termini
della prima ragione colli termini della
feconda, fard il fettore ACM al fet-
tore ACO , come lo fpazio AMN
allo fpazio A O N ; e per tanto , con-
forme quefti due fpazj fono tra di lo-

10, come CD a CAj;cost nella ftefla

ra-
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ragione di CD a CA dovranno cffere
altresi 1i due fertori ACM, ACO.

315. Vedefi intanto , che nella ra-
gione di CD a C A debbano effere
ancora, cosi gl altri due {paz)y BMN,
BON, come gl altri due fetrori BCM,
BCO . E poich? nella fteffa ragione
dee effere fimilmente I intero {pazio
ellittico A M B all intero {pazio circo-
Iare AOB, i potranno da cid dedur-
re due confesuenze ; di cui una fi ¢,
chz lo fpazio, contenuto da quallifia el-
life, fia eguale al cerchio, che ha per
diametro la mo2zza proporzionale tra li
due afli della ftefa ellife ; e I alera f
¢, che gli {pazj, comprefi da due diver-
fe elhfli, fiano tra di loro in ragion
compofta delli loro afli , tantoche , fe
glatli di una di effe fiano nella reci-
proca ragione desl’ aily dell’ altra, gli
{paz), contenuti dalle due ellilfi, dovran-
no effecre eguali.

316.  Poiché¢ dungue fono in data
ragione, cosi li due fpazy AMN, AON
come li due fettori ACM , ACO ;
chiaro fi &, che con dgterminare il fet-
tore A CO,ed in confeguenza lo fpa-
zio A ON, refti determinato altresi
cosi I' altro fettore ACM, com= Ial-
tro ipazio AMN. Or il valore del
fettore A CO non pud averfi alcrimen-
te ,{fe non fe per via di approflimazio-

ne ;
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ne; poich¢ , fe bene fiafi dimofirato ,
che 1l riferito fettore fia egnale ad un
triangelo , che ha per bafe una rerra
eguale all’ arco A O , e per altezza il
ragsio CO ; nientedimeno , ficcome non
puo determinarfi con efattezza |’ intera
circonferenza di un cerchio , cosi né
tampoco pud dcfinirli efattamente la
lunghezza di qualfia arco circolare .

317. Per dimoftrare intanto , come
con efler dara I’ ordinata dell’ elliffe
MN pofla determinarfi preflo a poco
I'arco A O. per definire in appreflo il
fettore ACO; i vuol prima notare ,
che ficcome la perpendicolare ON |
abbaffata dall’ eftremita dell’ arco A O
ful raggio C A , appellafi {eno dello
fteflo arco ; cosi con calcolo molto pe-
nofo {i {fono determinari li valori, che
hanno per rapporto ad uvn daro raggio
i feni di tutd gl archi, incominciando
da quello diun minuto per fino al qua-
drante; e li valori di quefti feni ritro-
vanft regiftrati nel canone , che chia-
mafi trigorometrico per |’ nfo , che fa
di effo la Trigonometria nella rifoluzio-
ne de’ triangoli.

318. Per mezzo del canone adun-
que trigonometrico, egli & facile, di de-
terminare il valore dell’ arco A O, ef-
fendo data I’ ordinata dell’ellife M N.

In fatti,con effere data la MN, potra
de-
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determinarfi 1’ altra O N, che ¢ il feno
dell’ arco AO, per effere MN ad ON,
come CD a CA. Onde, fe facciafi ,
come €O ad O N, cosi il raggio del
canone trigonometrico ad un quarto
proporzionale , e veggafi mello fteffo ca-
none, di quanti gradi, e mnud fia I’
arco , a cui corrifponde come {eno il
quarto proporzionale ritrovato ; chia-
ro fi &, che di altrettanti gradi , e
minunti debba effere ancora I arco AQ;
e per tanto, con eflere noto il numero
de’ gradi, e minuti, contenuti nell’ arco
A O, fard nota altresi la ragione,che
lo fteflo arco ferba coll’ intera circon-
ferenza del cerchio,che ha per diame-
tro |’ afle dell’ellilfe AB.

319. Quindi, fe determinifi I'intera
circonferenza di quefto cerchio fecondo
il teorema di Archimede , che il dia-
metro fla alla circonferenza di quaififia
cerchio quali, come 7 a 22; potra de-
terminarfi altresi la lunghezza dell’ ar-
co A O. Onde ficcome, moltiplicando
lo fteflo arco per la meta del {uo rag-
gio CO, fi ha il {fettore AC O cosi,
{fe ritrovafi in appreflo un’altro {pazio,
che fia al fettore ACO, come CD a
CA, i avra con queft’ altro {pazio il
{fettore ellittico ACM . Ed in fine ,
fe per mezzo del triangolo rettangolo

C N O determinifi la CN, refterd de-
ter-
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terminato ancora il triangolo CNM ,
che tolto dal fettore A C M ci dard
col refiduo lo fpazio ellittico A M N,

320. Per fch:arlrlo con qualche e-
femplo pongali, che l'affe AB fia di-
vifo in 20 parti eguali , e che di effe
ne contenga 10 Paltro affe Dd s e 4l
ordinata M N . Effendo adunque M N
ad ON, come CD a CA , contene-
ra la ON 8 delle fteffe parti ; e fe
facciali , come C O ad ON , cosi il
raggio del canone trigonometrico ad un
quarto proporzionale, fi ritrovera, che
egli fia 8cocooo. Onde, eflendo queflo
quarto proporzionale preffo a poco fe-
no di un’ arco di 53 gradi, e 8 minuti,
ancora I’ arco A O fard di altrettanti
grad: , e minuti ; e per tanto , fe ri-
ducan{i 2 minuti eziandio li gradi, fa-
ra I’arco A O all'intera circonferenza
del cerchio, che ha per diametro laffe
dell’ elliffe AB, come 3138 a 21600,
O pure come Tg7 a 5400.

321. Quindi, ficcome delle parti e-
guali, in cui {1 é {uppofto divifo | afle
A B, fecondo il teorema di Archime-
de, dee contenerne la circonferenza di
quel cerchio 62, e $; cosi |'arco AO
ne contenerd preflo a poco 9278 .
Onde delle medefime parti quadra-
te dovrd contenerne 46 39 il {ettore

crculare ACO , e 23195 il fettore
ellit-
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ellittico A CM . Eflendo poi 36 la dif-
forenza tra li quadrati delle due C O,
ON ; chiaro fi &, che delle parti deld’
affe A B debba contenerne 6 la CN;
e per tanto ,conforme delle fteffe parti
guadrate ne contiene 24 il triangolo
CNO , e 12 il triangolo CNM ; cosi
dovra contenerne 22°39 lo {pazio circo-
lare AON, e 11195 lo {pazio ellit-
tico AMN.

322. Or I’ analogia fteffa, che vi &
tra la circonferenza del cerchio, e I'i-
perbole equilatera, dee efferci di argo-
mento , che lo {pazio , che racchinde
qualfifia iperbole col fuo affe , e con
una delle fue ordinate, debba ripeterf(i
da un fpazio confimile dell’ iperbole e-
quilatera. Sia percid A M un’ iperbole
qualfivoglta, di cui A B fia I'alle pro-
prio, D 4 I altro conjugato , ed M N
un’ ordinata del primo aflfe. Defcrivafl
collo fteffo affe AB Y iperbole equila-
tera A O, che s incontrt coll’ ordinata
M N nel punto O . Io dico , che lo
fpazio AMN della prima iperbole fa
al corrifpondente fpazio A ON dell’al-
tra iperbole equilatera nella ftefla ra-
gione , in cui fono li due afh Dd,AB
o pure le loro meta CD, CA.

322. Per dimoftrarlo, pongafi, che
mn {ia un’ altra ordinata infinitamente
vicina alla prima M N , con cui s in-

con-
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contri [’ iperbole equilatera nel punto
O. Siccome adunque per la prima i-
perbole il quadrato dell’ ordinata M N
fta al rettangolo delle due AN, BN,
come il quadrate della CD al guadrato
della C A cosi, per I’ altra iperbole
equilatera, il retrangolo delle due AN,
BN ¢ eguale al gquadrato della ON.
Onde, dovendo eflere li quadrati delle
due MN , ON nella ftefla ragione colli
guadrati dell’ altre due CD, CA, fa-
rt3d MN ad ON, come CD a CA .
Ma li due piccioli quadrilateri M Nunz,
O N#no {ono tra di loro, come M N
ad ON . Dunque gli {tefli piccioli qua-
drilateri faranno altresi , come CD a
C A ; ed in confeguenza, avendo luo-
go da per tutto la fteffa dimofirazione,
ancora H due fpazj iperbolici AMN,
AON faranne tra eflo loro , come CD
a CA.

324. Se poi congiunganfi le due
CM, CO, {imilmente li due fettori
ACM, A CO delle due iperboli do-
vtanno effere tra di loro, come CD a
CA. In fatti, effendo M N ad ON,
come CD a CA , li due triangoli
C M N,CON faranno nella ftefla ra-
gione colli due fpazy AM N, AON;
onde, togliende li termini della {econ-
da ragione dalli termini della prima ,
fard il fettore ACM al fettore ACO,

Tom. 111 I come
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come lo fpazio AMN allo {pazio AON;
¢ per tanto, conforme quefti due {paz;
fono tra di loro, come CD a CA,
cosi nella fteffa ragione di CD a CA
dovranno eflfere altresi li due fettori
ACM, ACO.

325. Poiché dunque fono in data
yagione , cosi li due fpazy AMN ,
AON, come li due fettori ACM ,
A CO; chiaro fi ¢, che con determi-
pnare il fettore ACQO , ed in confe-
venza lo {pazio AON , refti determi-
nato ancora,cosi laltro fettore ACM,
come ['altro {pazio AMN. Or il va-
lore del fettore ACO non pud averls
altrimente, {¢ nonf{e per via diapprofhi-
mazione; ma lartificio, che deefi impte-
gare, per la ricerca del proffimo {no valo-
re, ¢ molto diverfo da quello, che impie-
gall, per ritrovare il valore approfliman-
te di un fettore circolare; onde, per I
intellicenza di effo, fiano CX, CZ
li due afintoti dell’ iperbole equilatera
AO, esu’l primo di eflil CX fi ab-
baflino I’ ordinate AE, OR . Io dico,
che il fettore A CO fia eguale allo
fpazio A ER O, comprefo tra le due
ordinate A E, OR.

~24. In fatti, attenta la proprieta
dell’ iperbole per rapporto ai fuoi afin-
toti, il rertangolo delle due AE, CE

¢ eguale al rettangolo dell’ altre due
OR,
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OR, CR; onde, effendo CE a CR ,
come OR ad AE, faranno eguali li
due triangoli ACE , OCR r-
, tanto, conforme tolto da efli 1l comu-
ne triangolo CEF, rimane il triango-
lo ACF eguale al trapezio EF OR,
cosl , apgiungendo a quefti refidui il
comune triat golo miftilineo ATO , fa-
ra il fettore A CO eguale allo fpazxo
A ERO. Attenta acunque quefta u-
guaglianza , efamineremo ora, fe nesgli
{paz; , compreﬁ tra Pordinate dell aﬁn-
toto CX s’ incontri qualche proprieta,
per mezzo di cui poffano averf preflo
a poco i loro valeri.

327. Ed in vero nelli riferiti {paz) Fig,
incontrali una propricta molto rilevan- 63,
te; e fi ¢, che effendo continnamente
proporzionali le tre porzioni dell’ afin-
toto CE,CR, CQ, fiano eguali gli
{paz) , comprefi tra 'ordinate AE .
OR , PQ, corrifpondenti alle ftefle por-
2ioni . Per dimoftrarla , pongafi , che
I" altre due porzioni Cr, Cg dello ftef-
{o afintoto fiano ,mnon {olo irfinitamen-
te vicine alle prime CR , CQ , ma
tali ancora, cha CR fia a Cr, come
CQaCyg; e hanoor, pg Pordinate
corrzfpondenn a queft’altre due porzio-
ni Cr, Cgq.

328. Poiché dunque CR fta a Cr,
come CQ a C g,liara dividendo C%

2 a
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ad Rr, come CQ a Qg ed in con-
{epuenza permutando CR fara a CQ,
come Rr a Qg. Ma,per la proprieta
degl’ afintoti, CR fta a CQ , come
P Q ad OR . Dunque ancora P Q fa-
ra ad OR, come Rr a Qg ; e per
tanto li due piccioli guadrilateri ORre,
PQgp faranno tra di loro eguali .
Della (teffa maniera i dimoitrera, che
prendendofi altre porziom infinitamente
vicine alle precedenti , e proporzionali
alle {tefle due CR,CQ, fiano eguali
1i piccioli quadrilateri,che tra eflo lo-
ro {1 corrifpondono . Dunque , termi-
nandofi quelte tali porzioni alle due
CE, CR, fara lo fpazio AERO e-
guale fimilmente allo fpazio ORQP .
229. Pongali ora , che le porzioni
CE, CR, CQ, CV &c., prefe full
afintoto CX, i avanzino per differenze
infinitamente picciole in modo , che
formino infieme una progreflione geo-
metrica . Effendo adunque eguali li pic-
cioli fpazy, comprefi tra l'ordinate AE,
OR ,PQ, SV &c. , corrifpondenti
alle ftefle porzioni ; chiaro fi ¢, che
gl’ altri fpaz) AERO, AEQP, AEVS,
&ec., li quali i hanno colla continua
aggiunta delli primi, debbano formare
al contrario una progre{lione aritmeti-
ca . Onde , ficcome queft’ altri {paz)
debbono =zverfi , come logaritmi delie
por-

-
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porzioni dell’ afintoto, a cui corrifpon-
dono ; cosi per mezzo delli logaritmi,
che gia abbiamo, potra definirli preflo
a poco il valore di qualfifia {pazio ,
comprefo tra due ordinate dello fleffo
afintoto .

330. Percid egli ¢ da notarfi, che
ficcome chiamanfi logaritmi li numeri
in progreflione aritmetica , che corrifpon-
dono ad altri in progreflione geomeatri-
ca; cosi , per facilitari di molto con
si fatti numeri le operazioni pid com-
pofte dell’ Aritmetica , cioe la moltipli-
cazione , la dmf'one la formazione
delle potenze, e | eﬁrazmne delle ra-
dici; fi ¢ {timato profittevole, di for-
mare un canone , che infieme colli
numeri naturali contenga ancora li lo-
YO logaritmi ; e la formazione di effo
fi ¢ fatta con legge tale , che fia zerg
il logaritmo dell unitd, 1 il logaritmo
di 10, 2 il logaritmo di 100, 3 il lo-
garitmo di 1000 , 4 il logaritmo di
10000, € COSi degl altri confecutivi.

331. Conforme poi , con inferire
fempre pit nuovi termini nella progref-
ﬁone geometrica 1, 10, 100 , 1000 ,
10000 , &c. , {1 {fono ripofti in effa
preflo a poco ancora gl altri numeri
naturali ; cosi fi {ono ritrovati li Joga-
ritmi di quelt’ altri numeri , con infe-
rire altrettanti termini nella progreilio-
- I 3 ne



198 BREVE TRATTATO

ne aritmetica 0 , I 5 24 35 45 XC. 3
ed affinché li logaritmi di queft’ altri
numeri {i poteflero efprimere con numeri
interi , fi fono anmentati di pin zeri li
termini ftei di queft’ altra progre(lio-
ne: come in fattinel canone logaritmi-
€0, che abbiamo , vedefi effere 10000000
il logaritmo di 10, 20000000 il lo-
garitmo. di oo , 3ooooooo il logarit-
nio di 1000, e cost degl aleri.

332. Si & prefo intanto il zero per
Jogaritmo dell’nnitd, per facilitare mag-
giormente il calcolo- delle riferite ope-
razioni aritmetiche ; ed in fatti da un
tale ftabilimento ne fegue I, che con
agoiungere il logaritmo del moltiplica-
tore al logaritmo del moltiplicando f1
abbia il logaritmo del procrorto; It ,
the con togliere il logaritmo del divi-
fore dal logaritmo del dividendo , fi
abbia il logaritmo del quoziente; III,
che con prendere il duplo, o il triplo
del logaritmo di un qualche numero ,
fi abbia il logaritmo del fuo quadrato,
o del fio cubo; e IV finalmente, che
con prendere la meta, o la terza par-
te del logaritmo di un gualche numero,
fi abbia il logaritmo. della f{va radice
guadrata, o della fua radice cubica.

333. Colle primetre di quelte con-
feguenze , non {olo nella formazione del

canone fi fono ritrovati pilt facilmente
li
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li logaritmi di moltilimi numeri; ma fi
pud eftendere ancora pil oltre lo fteflo
canone , che giunge per fino al logarit-
mo del numero 10000 ;anzi, per mez-
zo di eHe , poffono ritrovarfi altresi li
logaritmi, cosi delli numeri rotti, co-
me degl’ interi , che ritrovan{i accop-
piati con rotti. Ed egli ¢ da notarfy,
che ficcome il logaritmo di qualfifia
rotto dee eflere negativo,per la ragio-
ne, che il logaritmo del fuo numera-
tore ¢ minore del logaritmo del fuo
denominatore ; cosi,fe 1l rotto fia cosi
picciolo, che quah niente differifca dal
zero , il fuo logaritmo debba effere al
contrario quafi infinito.

§. XXIIIL
Dell indole delli logaritmi iperbolict .

334. Er ritornare ora ai logarit-
mi, che ci fomminiftra I i-

perbole equilatera colli riferiti fpazj,

prendafi per unitd la porzione dell a-

fintoto CE, che corrifponde al vertice Fig,

principale A dela {teffa iperbole, e che ¢ 64.

eguale in confeguenza alla fua ordinata

A E. L'altre porzioni adunque CR,

CQ, CV, &c.dello fteflo afintoto ,

che formano con quella prima la pro-

gre(fione georaetrica , e che {1 avanza-
- 4 [ 3 no
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no per differenze infinitamente picciole,
c¢i additeranno, non folo li numert na-
turali , che feguono dopo I’ unita, ma
gl’ altri ancora, che accoppiati con rot-
ti tradi effi framezzar fi poflono ; onde
cogli fpazj iperbolici, corrifpondenti al-
le ftefle porzioni, fi avranno li logarit-
mi di tutti li numeri poffibili , che fo-
no maggiori dell’unitd : dimodoché , fic-
come all’unitd, additataci dalla CE, cor-
rifponde per logaritmo il zero,o fiaun
fpazio iperbolico privo di larghezza ;
cosi ad un numero maggiore dell uni-
t3, additatoci da un’altra porzione CV,
corrifponderd per logaritmo. lo {pazio i-
perbolico AEV S. |
235. Conforme poi li numeri minori
dell’'unita, o fiano ki rotti , fono difegnati
dalle porzioni dell’ afintoto minori del-
Ja.CE ; cosi logaritmi di efli faranno
fimilmente gli fpazj; iperbolici, corri-
{pondenti a queft’ altre porzieni: dimo-~
doch¢, fe le porzioni Cg, Cu ci ad-
ditino dune rotti,li loro logaritmi faran-
no gl altri {pazy AEgp, AEus,che
terminanfi aile duve ordinate pg, sv,
corrifpondenti alle fteffe porzioni. E
poiché queft altri fpaz} ritrovanfi dall’
altro lato della AE, percido li medefi-
mi per rapporto ai primi devranno a-
verfi, come {paz) negativi; onde i ¢,
che fiano negativi parimente li logarit-
mi



DELLE SEZIONT CONICHE. 2DV
mi iperbolici, che rapportanfi ai numeri
rotti . |
336. Se la porzione Cux fia cost
picciola , che il rotto, da effa additatoci,
fia infinitamente picciolo , ed in con-
fepuenza poco, o niente differente dal
zero ; ancora il logaritmo iperbolico ,
che corrifponde ad una tal porzione ,
fard al contrario infinitamente maggio~
re del quadrato dell’ unita . In fatti
dee ella avere per fuo logaritmo lo fpa-
zio iperbolico infinitamente lungo, che
rimane comprefo tra I’ordinata AE ,
e I'altro afintoto CZ. Ma, fe bene
la larghezza di queft’ altro {pazio va-
dafi fempre pil minorando , nientedi-
meno egli ¢ facile il dimoftrare , che
il fuo valore fia infinitamente grande
per rapporto al quadrato della ftefla
A E. Si abbaffi percid full’ altro afin- Fig.
toto CZ !’ ordinata CF, e fiano MN, 6s.
mn due altre ordinate infinitamente
vicine dello fieflo afintoto. |
337. Se adunque tirinfi le due MO,
mo parallele alla AE , e la {econda
di effe mo incontrifi colla M N nel
punto r; per la proprietd degl afintoti
fark CN a2 C»n, come m»z ad M N3
ed in confeguenza dividendo CN, 0 fia
MO fard ad Nz, come m#n ad Mr,
o fia Oo. Quindi, facendofi eguali tra
di loro li due piccioli quadrilateri MOom,
I 5 MNum,
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M Nnm,ed avendo luogo da per tut-
to la {t:ffa dimoltrazione ; fard lo {pa-
zio_iperbolico , comprefo tra 'ordinata
AE, el afintoto CZ , eziandio e-
guale all’ altro {pazio iperbolico , che
dopo la AF rimane comprefo tra I' i-
perbole , e lo fteflo afintoto: ma quefta
uguaglianza non pud fuffiftere , {c cia-
fcuno delli due fpaz; non fia infinita-
mente grande per rapporto alla loro
differenza CE A F , che ¢ il quadrare
della A E.

338. Or f{e bene li riferiti fpazj i-
perbolici debbano averfi , come logarit-
mi delle porzioni dell’ afintoto, a cui
corrifpondono ; nientedimzno apparten-
gono efli ad un fiftema, differente da
quello , a cui rapportanfi li logaritmi,
che abbiamo nel canone . Ed in fatti
poflono effere li logaritmi d’ infiniti fi-
ftemi diverfi ; poiché, fe bene la legge
principale da offervarli in efli, per faci-
litare maggiormente il calcolo , fia, che
Punita abbia il zero per {uo logaritmo;
nientedimeno da quelta legge altro non
ricavall, fe non che debba incomincia-
re la progreflione aritmetica dal zero,
e I'altra geometrica dall’ unitd . Onde,
ficcome cid non bafta, per determinare
le due progreflioni, cosi a mifura, che

variafi, o una di effe, o ciafcuna delle
due,
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duc , dee variare altresi il fiftema delli
logaritmi .

339. La ftefla legge intanto comune
a tutti li fitemi, cioé di effere il zero
logaritmo dell’ unita, fa, che li loga-
vitmi di un fitema fiano in data ra-
gione colli logaritmi corrifpondenti  di
ogn' altro fiftema ; onde , fe mai fia
noto il logaritmo iperbolico diun qual-
che numero, come del 2 , niente fard
pid facile , quanto di determinare il
logaritmo iperbolico di_qualfifia altro

numero dato ; potendofi egli dedurre
" dallo ftelTo canone logaritmico, che ab-
biamo, per mezzo deila regola aurea;
ed in fatti, fe facciafi come il logarit-
mo vulgare de! 2 al logaritmo valgare
dell’ altro numero dato, cosi 1l logarit-
mo iperbolico dello fteflo 2 ad un quar-
to proporzionale , fi avra con queito
quarto proporzionale il logaritmo iper-
bolico dell’ aitro numero dato.

340. Se adunque full’ afintoro CX
prendafi la porzione CV, che fia du-
pla della CE; fara 2 il numero, che
clla c¢i addita,ed in confeguenza col lo-
garitmo iperbolico dello teffo 2 fi avra lo
fpazio AEVS, corrifpondente alla porzio-
ne CV.Or con calcolo molto laboriolo
fi ¢ ritrovato, che il quadrato della CE
fia allo fpazio AEV S preflo a poco,
come I a 069314719 .Onde volendofl,

I ¢ che
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che la CE fia I’ unitd , conforme il
fuo quadrato dee effere ancora 1, cosi,
tanto lo fpazio A EV S, quanto il lo-
garitmo iperbolico del numero 2 fara
0'69314719 ; dal che ne fegue , che
nel filtema delli logaritmi iperbolici
debba effere 2’302$8509 il logaritmo
di 10, 460517018 il logaritmo di 100,
6’'90775%27 il logaritmo di 1000, e
cosi degl’ aleri.

341. Vedefi intanto , che il vero
valore dello fpazio AE VS fia il pro-
dotto ,che fi ha, moltiplicando il qua-
drato della CE per lo logaritmo iper-
bolico della porzione C V , corrifpon-
dente a quello {pazio : dimodoche il
logaritmo iperbolico della CV dovra
averl propriamente come | efponente,
o fia la quantita della ragione, che ri-
trovaft tra il quadrato della CE, e lo
fpazio AEV S. Onde, fe full’ afintoto
CX prendanfi due porzioni,come CQ,
C V , conforme li logaritmi iperbolici
di quefte due porzioni fono nella ftefla
ragione colli due fpaz; AEQP,AEVS,
corrifpondenti alle fteffe porziomi , cosi
ciafcuno delli due logaritmi {ara alla loro
differenza, come ciafcuno delli due {paz;
allo fpazio PQVS, che ¢ la differen-
2a tra li due AEQP, AEVS.

242. Del rimanente, per lo bifogno,
che {1 ha delli logaritmi iperbolici nel-

Ia
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la conftruzione di moltifimi problemt
trafcendentali, i & ftimaro da Gecome-
tri profittevole , di difegnarli con rette
per mezzo  di una curva , a cai fi ¢
dato percid il nome di curva logarit-
mica . Siano percid di nuwovo CX ,
CZ li due afintoti dell’ iperbole equi-
Jatera M A P,e fia fimilmente AE I’
ordinata , abbaffata su ’l primo di efly
dal vertice principale A .Diftendafi cia-
fcuna dell’ altre ordinate M N talmen-
te per {ino al puuto O, che il rettan.
golo delle due CE , NO fia eguale
allo fpazio A ENM , corrifpondente
alla fteffa ordinata. E ficcome lc¢ NO
fono nella medefima ragione cogli {pa-
2j iperbolici , che ad effe corrifpondo-
no, cosi le fteflz NO faranno eziandio
Jogaritmi delle corrifpondenti porzioni
C N ; onde la curva, che paffa per gli
punti O, fard quella, che chiamafi lo-
garitmica . -

343. Or non & da porfi in dubbio,
che quefta curva debba paffare per lo
punto E ; poiché , numerandofi dalla
A E gli fpazj iperbolici , che {i fanno
proporzionali alle N O, e non corri-
fpondendo alla A E fpazio veruno, la
ftefTa AE non [i dovra affatto diftendere.
Quantunque poi alle porzioni CQ, che
fono minori della CE , corrifpondano
eziandio fpaz) iperbolici ; nientedimens

queft’
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quelt’ altri fpazj, come fituati dall’altro
lato della A E, debbono averfi come
negativi per rapporto ai primi ; € per
tanto , in vece di diftendere |’ ordinate
P Q, corrifpondenti alle porzioni CQ,
deefi pid tofto da ciafcuna di efle ta-
gliare la porzione QO , che infieme
colla CE contenga un rettangolo egva-
le al corrifpondente fpazio iperbolico
A EPQ; onde la logaritmica dopo il
punto E fi porterd verfo I' altro afin-
toto CZ, che faria afintoto altresi del-

la flea logaritmica.

344.La maniera intanto di confiderare
la logaritmica fi &,di rapportaria al fuo
afintoto CZ per mezzo delle perpendico-
lari OR , abbaffate su di effo dalli {uot
punti O, che percid riguardanfi come fue
ordinate . E poiché¢, eonfiderandola in
quefta guifa, fi fanno le CR eguali alle
NO, e le OR eguali alle CN ;{aranno
percid le porzioni CR del f{uo afinto-
to logaritmi dell’ ordinate corrifpondenti
OR . A quefta curva poi compete u-
na proprieta molto fingolare , e i ¢ ,
Fig. che {e ad un punto di effa O tiril |a
67. tangente O T, che s’ incontri col {uo
afintoto CZ nel punto T ,la fottoran-
gente RT fia fempre eguale alla CE;
onde , attenta quefta proprieta , {e hi
abbia la fela logaritmica , {i potra de-
terminare per mezzo della fua fotto-
an-
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tangente , cosi I’ iperbole equilatera, a
cui ella fi rapporta , come I’ ordinata
C E, che dee prenderfi per unita.

345. Per dimoltrare la riferita pro-
prietd , pongall , che le due mo, oy
fiano parallele, ed infinitamente vicine
all’ altre due MO, OR , e che la
prima di efle me s incontri colla OR
nel punto s. Dovendo adunque effere ,
per I’ indole della logaritmica, lo fpa-
zietto iperbolico MNnrm eguale al ret-
tangolo della CE nella os, differenza
delle due NO, no, {ara CE ad MN,
come N» o fia Os ad so, Ma, per
'iperbole,, CE fta ad MN, come CN
o fia OR a CE ;e per cllere equian-
goli li due triangoli Oso , ORT,
Os fta ad so, come OR ad RT .
Dunque, dovendo effere OR a CE ,
come la ftefla OR ad RT , faranno
eguali tra di loro le due CE, RT..

346. Da quefta proprieta intanto ne
feguono due altre ancora fingolari. La
prima {i &, che lo fpazio logaritmico,
che dopo I’ ordinata OR eltendefi all
infinito infileme coll’afintoto RZ , fia
eguale al rerrangolo della fortorangente
RT nella ftefla ordinata OR . In fatti,
effendo Os ad so, o fia Rr , come
OR ad R T; fara il picciolo quadri-
latero OR ro eguale al rettangolo del-

la RT nella Os, Onde, avendo luo-
£0
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go da per tutto laflefla dimoftrazioney
ed effendo la fottotangente RT da per
rutto della ftefla lunghezza, fara il ri-
ferito fpazio infinitamente lungo eguale
al rettangolo della fottotangente R'T
nell’ intera ordinata OR

347. L'altra §i &, che il folido, ge-
nerato colla rivoluzione dello {teffo {pa-
zio intorno all’ afintoto RZ, {1a egrale
al cilindro, che ha per bafe il cerchio
defcritto coll’ ordinata O R, come rag-
gio,e per altezza la fottotangente RT.
Intendanfi percid deferitti nella bafe del
cilindro infiniti altri cerchi , li di cut
ragei fiano | ordinate della logaritmica
confecurive alla OR; e ficcome le cir-

onferenze di quefti cerchi dividouo la
ﬁeﬁ'a bafe in tante picciole corone., cosi
ii picciolo cilindro , gencrato colia ri-
voluzione del picciolo quadrilatero ORve
intorno all’ afintoto R Z , fara eguals
al prodotto della prima picciola corona
nella fottotangente R T ; onde, aven-
do lnogo da per tutto la fteffa ugua-
glianza, I’ intero folido , e I intero ci-
lindro faranno eguali tra di loro.

348. Quantunque poi colla varia-
zione dell’iperbole equilatera debba va-
riare altresi la logaritmica ; nientedi-
meno da una ftefa iperbole equilatera
poffono dedurfi tutte le logaritmiche

poffibili . Prendali percid una retta ad
arbi-
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arbitrio , e diftendafi ciafcuna dell’ or- Fig.
dinate M N talmente per fino al pun- 66.
to O, che il rettangolo della NO in
quella retta fia eguale al corrifponden-
te {pazio iperbolico A ENM.In que-
fto cafo pure le¢ NO faranno nella ftef-
{a ragione cogli fpazj, che ad elle cor-
rifpondono ; ed in confeguenza tuttavia
le fteffe N O faranno logaritmi delle
corrifpondenti porzioni CN ; ma la
curva, che pafla per gli punti O, fara
una logaritmica diverfa dalla preceden-
te, e la fua fottotangente fard eguale
alla fteffa retta, che i & prefa ; onde,
con prendere ora una rerta , ed ora
un’ altra, fi dedurranno dalla fteffa iper-
bole equilatera tutte le logaritmiche
poflibili.

349. Volendofi intanto,che non gid
la fottotangente della nuova logaritmi-
ca, ma la ftefla CE fia I' unita , do-
vranno efprimerfi con altri numeri li
Jogaritmi, che con effa {1 hanno : co-
me in fatti }i logaritmi precedenti {a-
raano con quefti mmovi logaritmi nella
fteffa ragione, che ha la CE colla retra,
che fi & prefa: dimodoche, fe la CE
fia dupla di quelta retta, il nuovo lo-
garitmo del numero 2 dovra eflere
024657350 . Al contrario poi, {e vo-
gliafi la fortotangente della logaritmica,

in cui il logaritmo del z fia un dato
nu-
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numero, dovra farfi , come il logarit-
mo iperbolico del 2 al numero dato ,
cosi |’ unira ad un quarto proporziona-
le, e con effo fi avrd la fottotangente
ricercata . Onde, fecondo quefta regola
la {ottotangente della logaritmica , cor-
rifpondente al canone , che abbiamo ,
fara preffo a poco 0'4343.

350. Or, affinche¢ s'incominci a ve-
dere il bifogno , che fi ha delli loga-
ritmi iperbolici nella rifoluzione di mol-
tifimi probiemi trafcendentali , fia la
parabola A MV , che abbia per affe
la AB, e debbafi determinare la lun-
ghezza dell’arco di effla AM. Pongafi,
che M N, m# fiano due ordinate in-
finitamente vicine dell’affe AB; e ful-
la tangente M T , che fi ha col pro-
lungamento dell’ archetto M m , elevifi
Ya perpendicolare M'S , che s incontri
collo fteffo affe nel punto S.Se adunque
la picciola retta mr fia perpendicolare
fulla MN, fard il triangolo MNS equi-
angolo coll’altro picciolo mr M . Onde,
eflendo MS ad NS, come Mm ad
Mr, fara il rettangolo delle duo NS,
Mm eguale al retrangolo dell’ altre
dae MS, Mr ; la quale uguaglianza
fi ritrovera , ovunque nell’ arco A M
prendafi I'archetto M m.

351. Prolunghifi ora I'affe AB ver-
fo A talmente per fino al punto Dh,

Cil¢
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che 1a AD facciai eguale alla metd
del fno parametro , ed in confeguenza
eguale alla NS ; indi defcrivali | iper-
bole equilatera D Pp , che abbia per
centro il punto A, e per vertice prin-
cipale il punto D . Se adunque {ulla
A D fi alzi la perpendicolare AQ_ , e
per gli punti M, ed m tirilt le rette
M P, mp parallele alla AD, che §
incontrino colla AQ ne’ punti Q , e
g, e coll’ iperbole equilatera ne’ punti
P, e p; fard la PQ eguale aila MS.
Onde, facendofi il rettangolo delle due
NS, M= eguale al picciolo quadrila-
teto PQgp , fard il rettangolo della
NS, o fia AD nell’ intero arco A M
eguale allo fpazio iperbolico ADPQ ;
e pertanto , con determinare il valore
di quefto {pazio , e con dividerlo per
Ja AD, fi avra la lunghezza dell'arco
AM.

352. Per determinarc intanto il va-
lore dello fpazio ADPQ, {i ha bifo-
gno di un logaritmo iperbolico, ed ec-
co come. Sia AX uno delli due afin-
toti dell’ iperbole equilatera DP V, su
di cni fi abbaflino l'ordinate DE , PO;
e facendofi il fettore DAP eguale allo
fpazio DEOP , comprefo tra queite
due ordinate , fard 'intero {pazio ADPQ
esuale allo {pazio D EOP infieme col

triangolo AP Q . Onde , ficcome lo
fpazio
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fpazio DEOP {i ha, con moltiplicara
il logaritmo iperbolico della A O per
lo quadrato della AE ; cosi, fe aque-
fto prodotto aggiungafi il triangolo APQ,
o fia la meta del rertangolo delle due
AQ,PQ, fi avra | intero {pazio
ADPQ. Conforme poi, con effere
nota | ordinata MN infieme colla NS,
fono note le due AD, AQ; cosi per
mezzo di eflc fi faranno note ancora
I’ altre due AE, PQ ; e fecondo fara
dimoftrato in luogo pili proprio, A E
ad AQ ritrovafi avere la fteffa ragione,

che ha la AD alla fomma delle due
AQ, PQ.

§. XXIV.

Delli folidi , che generanfs colla rivolu-
zione delle flefle curve.

353- Saminati gli {pazj , che rac-

chindono le tre curve eolli
loro affi, e colle loro ordinate ; efami-
neremo ora li folidi, che generanfi col-
la rivoluzione delle fteffe curve intorno

ai loro affi. Sia percido AM una delle

A B, e per parametro dello fteflo affe
la A H. Diftendafi ciafcuna deile fue

ordinate MIN talmente per fino alpnr-
- 1o
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to O, che il quadrato della {telfla MIN
{ia egunale al rettangolo delle due AH,
N O . Si formerd adunque colle NO
la nuova fisura ANO ; ed io dico ,
che il prodotto di quefta nuova figura
per la A H fia al folido , che generafi
colla rivoluzione della curva AM 0 piu
tofto dello fpazio A N M intorno all’
affc A B, come (ta il diametro di un
cerchio alla fua circonferenza , ed in
confeguctiza preflo a poco , come 7
222

254. In fatti , eflendo il quadrato
dell ordinata M N al cerchio , che ha
per raggio la flefla MIN, in quelta ra-
gione ; ancora il retrangolo delle due
AH,NO fara al cerchio, che ha per
rascio la M N , nella ftefla ragione .
Ma pofto, che la mno fia parallela,
ed infinitamente vicina ail’ altra MNO,
il prodotto del picciolo quadrilatero
O Nno per la AH fta al picciolo ci-
lindro , che generafi colla rivoluzione
dell’ aliro picciolo quadrilatero MNnm
intorno all’ affe A B, come il rettan-
golo delle due AH , N O al cerchio,
che ha per raggio la M N . Dunque
guel prodotto, e quefto picciolo cilin-
dro fimilmente faranno nella ftefla ra-
gione ; e per tanto, avendo quefta di-
moftrazione luogo da per tutto , fara
i) prodotto deila figura AN O per la
- AH
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A H al folido , che generafi colla ri-
voluzione dello {pazio A N M intorno
all’affe AB, come il diametro di un
cerchto alla fua circonferenza.

355. Attento quefto teorema gene-
rale, chiaro fi &, che con determinare
il prodotto della figura AN O per la
AH , relti determinato parimente il
folido , che generafi colla rivoluzione
dello fpazio A N M intorno all’ affe
A B. Pongafi percid primieramente ,
che la curva AM fia la parabola ; ed
effendo 1l quadrato della M N eguale,
cosi al rettangolo delle due AH, NO,
come al rettangolo delie due AH,; AN,
fara la N O egunale alla AN,; e per
tanto la fisura ANO f{ara un triango-
lo ifofcele rettangolo , eguale alla me-
ta del guadrato della A N . Onde, fe
moltiplichill 1] quadrato della AN per
la AH, e facciafi come il diame-
tro di un cerchio alla fua circonferen-
za, cosi la metd del prodotto , che fi
ha con quella moltiplicazione ad un
quarto proporzionale , {1 avra con eflo
il conoide parabolico,che generafi col-
la rivoluzione dello {pazio A N M in-
torno all’ afle AB.

256. Effendo il rettangolo delle due
AH, AN cguale al quadrato della
M N, chiaro f1 &, che il prodotto del
quadrato della AN per la AH fia e-

guale
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gualz all’altro,che i ha, moltiplican-
do 1] quadrato della M N per la AN,
E poiché queft’ altro prodotto fta al ci-
lindro circonfcritto intorno al conoide
parabolico , che generafi colla rivolu-
zione dello {pazio A N M intorno all’
afle A B, fimilmente come il diame-
tro di un cerchio alla fua circonferen-
za; pofliamo da cid dedurne due con-
feguenze, di cui una fi ¢ , che il co-
noide parabolico fia la meta del cilin-
dro circonfcritto intorno ad effo 5 e I
altra , che 1l cono ifcritto dentro del
conoide contenga di effo li due terzi :
dimodoche il ciindro , il conoide , ed
il cono {aranno tra di loro, come li
numeri 6, 3, 2.

357. Pongafi in fecondo luogo, che Fig.
la curva AMB fia I elliffe ; ed effen- 7o0.
do il quadrato della M N egnale al
rettangolo delle due AH , N O, fard
A H ad AB, come il retrangolo delle
due A H, N O al rettangolo dell’altre
due AN, BN, e per tanto il retran-
golo dell’ affe A B nella NO fara e-
guale al rettangolo della AN nella
B N. Quindi, fe dal centro C elevifi
{ull’ affe A B la perpendicolare CG ,
che fia eguale alla qfrea parte dello
fteflo affe , e defcrivafi una parabola
che abbia per affe la GC, e per pa-
rametro la AB ; conforme quefla pa-

rabo-
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rabola dovra paffare per gli punti A,
e B, cosi dali’ arco di efla AO fara
term'nata la figura ANO. Onde , {e

eterminifi quefto {pazio parabolico, e
facciafi, come il dtametro di un cer-
chio alla fua circonferenza,cosi il pro-
dotto dello ftefo f{pazio per la AH
ad un quarto proporzionale , i avra
con effo la porzione dello sferoide el-
littico , che generali colla rivoluzione
dello {pazio A N M intorno ail' afle
AB.

253. Se poi vogliafi I’ intero sferoi-
de ellittico , chiaro i &, che debba
molrciplicarfi per la AH | intero {pa-
zio paraholico AGB ; ed indi farli,
come il diametro di un cerchio al-
la fua circonferenza , cosi queito pro-
dotto a! un quarto proporzionale.On-
de , effendo ' intero {pazio parabolico
A G B csuale alla fella parte del qua-
drato dell’ afle AB, ed effeado inolere
il rettangolo delle due AH , AB e-
guale al quadruplo del quadrato della
CD, che ¢ la meta dell’ altro affe dell’
elliffz ; fi avra quello fteffo prodotto ,
con moltiplicare il quadrato della CD
per gli due terzi dell’ afle AB: dal
che ne fegue, ohe | intero sferoide el-
littico {ia al cilindro circonfcritto intor-
no allo fteflo sferoide nella ragione di
2 a 3, some appynto fla la sfera al

ci-
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cilindro circonfcritto intorno alla ftefla
sfera.

359. Oruna tal determinazione dee
aver luogo , tanto fe A B fia I afle
maggiore della mezza elliffe AMB,
quanto {e fia I’affle minore ; e cid per
la ragione, che I’ ordinate in ambidue
gl’ afl ritrovanfi avere la fteffa proprie-
ta . Ma, ficcome lo sferoide , che ge-
rerafi , con aggirarli la mezza elliffe
intorno all’ affe maggiore,é pid lungo,
che largo ; cosi I’ altro , che formaf
colla fua rivoluzione intorno all’ affe
minore , {ard al contrario pid largo ,
che lungo. Se poi fupponganfi eguali le
duzs CA,CD, che fono le meta del-
li due affi; in tal cafo la mezza elliffe
AMB {i cambierd in mezzo cerchio,
e fi avrd in confeguenza la sfera colla
faa rivoluzione intorno all’afle AB ;
ed effendo tuttavia parabola la curva ,
da cui & terminata la figura AGB, la
ftefla determinazione avra luogo ancora
nella sfera.

360. Pongafi finalmente, che la cur- Fig,
va AM fia |’ iperbole ; ed eflendo il 71.
quadrato della M N eguale al rettan-
golo delle due AH, NO, fara AH
ad A B, come il rettangolo delle due
A H, N O al rettangolo dell’altre due
AN, BN, ed in confeguenza ancora
nell’ iperbole il rettangolo dell’affe AB

Tom. 111, K nella
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nelli N O {ard eguale al rettangolo
della AN nella BN . Quindi , fe dal
centro C elevifi {ull’ afle A B la per-
sendicclare CG , che fia eguale alla
qLarta parte dello fteflo affe, e defcri-
vafi una parabola , che abbia per afle
la GC, 2 per parametro la A B, an-
cora quefta parabola dovra paffare per
gli punti A, e B; e fe la medelima
diftendafi piti oltre verfo A, fimilmen-
te dall’arco di effa AO fard termina-
ta la igura ANO ., Onde, fe deter-
minifi queﬁo {pazio parabolico , e fac-
ciafli , come il diametro di un cerchio
alla fua circonferenza, cosi il prodotto
dello fteflo {pazio per la AH ad un
quarto proporzionale ; {1 avrd con eflo
il conoide 1perbollco, che generafi col-
la rivoluzione delio fpazio A NM in-
torno all’afle AB,

361. Specialmente poi , fe pongafi
JaAN eguale alla CA , fard lo {pa-
zio parabolico ANO eouale ai due
terzi del fuo quadrato onde 1l prodot-
to dello fteflo ipazio per la AH fara
eguale ai due terzi del prodotto del
quadrato della CA per Ja AH.E poi-
ché nella ftefla fuppofizione , di effere
Ja AN eguale alla CA, fi fa il ret-
tangolo delle due AH, CA eguale ai
due terz:,c031 del rettango]o delle due
AH, NO, come del quadrato della

MN;
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M N ; percid lo fteflo prodotto fara e-
guale alle quattro none parti di quello,
che fi ha , moltiplicando il quadrato
della M N per la CAjdal che ne fe-
gue , che effendo la AN eguale alla
C A, il conoide iperbolico , che gene-
rafi colla rivoluzione dello fpazio ANM
intorno all’ afle AB, fia al cilindro cir-
confcritto intorno ailo {teffo conoide fi-
milmente, come 4 a 0.

262, Se AB fia I’ affe conjugato
dell’iperbole,ed effendo M N una del-
le fue ordinate , e D4 I afle principa-
le, fi aggiri lo fpazio CD M N intor-
no allo ftefflo affle AB ; in tal cafo il
folidc, che generaft, fara terminato e-
fteriormente da una fuperficie concava,
ed il rertangolo della AB nella NO
fi fard egnale alla fomma delli quadrati
delle due CA , CN. Ma da quefta
vguaglianza ancora ricavafli , che la fi-
cara CGON , formata colle NO
fia terminata da un’ arco di parabol’ .
In fatti, facendofi la € G eguale alla
guarta parte dell’afle AB, fara il ret-
tangolo delle due AB, CG eguzle al
quadrato della CA ; onde , abbaflan-
dofi fulla CG, prolungata verfo K, Ila
perpendicolare O R , fara il retrangolo
delle due A B, GR eguale al guadra-
to della M N, o fia OR ; e pertanto
la OR fara ordinata della parabola ,

K 2 che

Fig.

7 2o
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che ha per affe la GK , e per para-
metro la AB.

363. Se adunque determinifi lo {pa-
zio CGO N, terminato dall’arco GO
della riferita parabola , e facciafi come
il diametro di un cerchio alla fua cir-
conferenza, cosi il prodotto dello fteflo
{fpazio per lo parametro AH ad un
guarto proporzionale ; fi avra con eflo
1| folido, che generafi colla rivoluzio-
ne dello fpazio iperbolico CDMN
intorno all' affe conjugato A B. Con-
forme poi, tirata la G I parallela alla
CA, ches'incontri colla NO nel punto [,
fi falo {pazio parabolico eﬂenore GIO
eguale alla terza parte del rettangolo
delle due GI, OI; cosi,fe dalla OI
taglifi la IL , che fia eguale alla {ua
terza parte, {1 avra col rettangolo del-
le due CN , NL l'intero {pazio CGON,
di cui fi ha b:fogno per determinare
queft’ altro {olido 1perbo!vco

364. Specialmente poi , fe pongafi
J]a CN eguale alla CA fard il qua-
drato dell ordmata corrlfpondente MN
eguale , cosi al rettangolo delle due
AH, CA, come al rettangolo delle
due AH NO; onde facendofi la NO
ancora eﬂuale alla CA,fara ]a NL
eguale ai “due terzi della ftefla CA,ed
in confeguenza lo fpazio CGON f{i fa-
ra eguale aidue terzi del quadrato del-

la
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la. C A. Quindi il prodotto dello fteffo
{pazio per la AH fara eguale ai due
terzi , cosi del prodotto del quadrato
della C A per la AH , come del pro-
dotto del quadrato della M N per la
C A; dal che ne fegue , che eflendo
la CN eguale alla CA, il folido, che
{1 genera colla rivoluzione dello {pazio
iperbolico CDM N intorno  all’ affe
conjugato A B, fia al cilindro, circon-
fcritto intorno allo fteffo folido , come
2 8 B

365. Delrimanente, fe bene nell’iper-
bole equilatera fia d’infinito valore lo
{pazio infinitamente lungo , che dopo
una dell’ ordinate diun fuo afintoto ri-
mane comprefo tsa I’ iperbole , ¢ lo
ftefflo afintoto ; nientedimeno il folido,
che generafi collarivoluzione dello ftef-
fo fpazio intorno allo fteflo afintoto ,
fara al contrario di valore finito. Pon- Fig,
gali percio, che dell iperbole equilatera 73,
AMYV fia A il vertice principale , C
il centro, e CX uno de'fuoi afintoti .
Si abbaflino su di quefto afintoto I’ or-
dinate AE, M N ; ed io dico, che il
folido , che generali colla rivoluzione
dello fpazio infinitamente lungo XNMV
mtorno all afintoto CX , fia egunale al
cilindro , che ha per bafe il cerchio,
defcritto col raggio della AE, e per
altezza Ia M N.

K 3 366,
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266. Per dimoftrarlo, tirifi al pun-
to M la tangente M T, che <'incontri
coll’ afintoto CX nel punto T, e pon-
gafi, che la m#» fia un’ altra ordinata
infinitamente vicina alla prima M N ,
e che la picciola retta mr fia perpen-
dicolare fulla fltefla M N. Effendo a-
dunque il rettangolo delle due M N ,
N T eguale al quadrato della AE, li
cerchi defcritti colli raggi delle due
MN, AE faranno tra di loro , come
MN ad NT. Ma , per effere il tri-
angolo M N T equiangolo coll’ altro
picciolo Mrm, MN fta ad NT, co-
me Mr ad rm, o fia Nx. Dunque
ancora li due cerchi faranno tra di lo-
ro, come Mr ad N#; e per tanto il
prodotto del primo cerchio per la N »
{ard eguale al prodotto dell’ altro cer~
chio per la Mr.

367. Quindi, ficcome il picciolo ci-
lindro , che generafi colla rivoluzione
del picciolo quadrilatero M N rnm in-
torno all’afintoto CX, {i ha, con mol-
tiplicare per la N# il cerchio, che ha
per raggio la M N ; cosi lo fteflo pic-
ciolo cilindro fi avra altresi, con molti-
plicare per la Mr il cerchio , che ha
per raggio la AE. Onde , effendo la
My eguale alla differenza delle due or-
dinate M N, m#, ed avendo luogo da

per tutto la ftefla dimoftrazione , dob-
biam




DELLE SEZIONf CONICHE. 223
biam conchiudere, che fi abbia il foli-
do, che generafi collarivoluzione dello
{pazio infinitamente lungo XNMV in-
torno all’ afintoto CX , con moltiplica-
re il cerchio, defcritto col raggio della
A E, per tutta la M N ; ed in confe-
guenza , che lo fteffo folido fia eguale
al cilindro , che ha per bafe il riferito
cerchio, e per altezza la M N,

368, Per la fteffa ragione , fe CZ
fia'I" altro afintoto dell 1perbole , € su
di effo i abbafli 'ordinata CF; il fo-
lido, che generafi colla rivoluz ione del-
lo {pazio infinitamente lungo XEA V
intorno all’ afintoto CX | 7 fard eguale
al cilindro , che fi deferive colla rivo-
luzione del quadrato AFCE intorno
allo fteffo afintoto ; onde li due {olidi
faranno tra di loro,come MN ad AE.
Ma, {e poi intorno all’ afintoto CX f:
aggiri 1" intero fpazio , comprefo tra I’
iperbole, e li due afintoti; in tal cafo
fara infinito il valore del folido , che
fi genera, per la ragione, che ficcome
I ordinata, a coi terminafi lo fpazio 5
che fi aggira, & l'afintoto CZ, cosi il
folido , che fi genera , dovra effere e-
guale ad un cilindro , che ha per bafe
il cerchio defcritto colraggio della AE,
¢ per altezza lo fteflo afintoto CZ.

H 4 §XXV,
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§. XXV.

Delle fuperficie curve , che terminane

eli fteffi folidi .

369.PE1- quanto alle fuperficie curve,
da cui fono terminati gli (tefln
folidi , quefte ancora potranno determi-
narfi per mezzo diun teorema genera-
le, ed ecco come . Sia di nuovo A M
una delle tre curve, ed abbaffata full’
affe di efla A B ['ordinata M N , fia
MS perpendicolare fulla retta, che ¢
tangente della curva nel punto M , la
quale MS ¢ incontri coll’ affe A B nel
punto S. Diftendafi la M N talmente
per fino al punto O, che fia la NO
eguale alla M S; e fe facciafi lo fteffo
coll’ altre ordinate dell’ affe AB, i a-
vrd la nuova ficura ANOE . Or io
dico, che guefta figura fia alla {uperfi-
cie curva del folido, che generafi colla
rivoluzione dello f{pazio ANM intorno
all’ affe AB , come f{la il raggio di
un cerchio alla fua circonferenza, ed
in confeguenza prefflo a poco come 7
a 28,

370. Per dimoftrarlo , pongafi, che
Ja mno fia parallela, ed infinitamente
vicina alla MNO , e che la picciola

retta mr fia perpendicolare fulla M N.
- Effen-
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‘Effendo adunque il triangolo M NS e-
guiangolo coll’ altro picciolo mrM .,
fara MS , ovvero NO ad MIN, come
Mm ad mr, o fia Nz ; ed in confe-
guenza il picciolo quadrilatero O N#zo
fard eguale al picciolo rettangolo delld
M N nell’ archetto M m. Ma quefto
picciolo rettangolo {ta alla picciola co-
rona conica, che defcrivefi dall’ archet-
to M m colla {ua rivoluzione intorno
all'afe AB, come fta il raggio diqual-
fifia cerchioalla fua circonferenza . Dun-
que in quefta {teffa ragione fara altresi
il picciolo quadrilatero ONwno alla ftef-
fa picciola corona conica ; e per tanto,
avendo quefta dimoftrazione luogo da
per tutto, fard la figura ANOE alla
fuperficie curva del folido , di cui fi
tratta,, fimilmente , come il raggio di
un cerchio alla {ua circonferenza.

271. -Attento queflt’ altro teorema
generale , chiaro fi &, che con deter-
minare la figura ANOE, refti deter-
minata parimente la f{uperficie curva
del folido, che generafi colla rivoluzio-
ne dello {pazio AN M intorno all’ affe
A B . Pongali percid primieramente ,
che la curva AM fia la parabola , e
che il parametro del {uo affe AB fia
Ja. AH. Prolunghifi 'affe AB verfo A
talmente per fino al punto G, che fac-

ciafi la AG egunale alla quarta parte
. 5 del
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del parametro AH; ed eflendo la N§
eguale alla meta dellofteflo parametro,
fara il fuo quadrato eguale al rettan-
golo delle due AH, AG. Ma il qua-
drato della M N & eguale al rettango-
lo delle due AH , AN . Dunque il
quadrato della MS, o fia NO, come
eguale ai quadrati delle duve MN,
NS, fard egnale al rettangolo delle due
AH, GN.

372. Quindi, fe deferivafi un’ altra
parabola, che abbia per affe la GN ,
e per parametro la ftefla AH; da un’
arco di efla EO fara termirata la fi-
gura ANOE,ed in confeguenza fard
la AE eguale alla meta del parametro
AH. Onde , fe determinifi lo {pazio
parabolico ANOE, e facciahh , come

il raggio di un cerchio alla {ua circon-
ferenza, cosi il riferito {pazio parabolico
ad un quarto proporzionale, {i avrd con
effo la fuperficie curva del conoide pa-
rabolico , che generafli colla rivoluzione
dello fpazio ANM intorno all’ affe
A B. Vedefi intanto , che poffa deter-
minar{i la {uperficie curva del conoide
parabolico per mezzo di un fpazio del-
la fteffa parabola A M: come in fatti,
fe facciafi la AK eguale alla AG , e
dividafi la N'S per meta nel punto Q,
fard lo fpazio A N O E egunale all’ al-

«ro FK Q P, racchinfo nella parabola
AM
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AM tra le due ordinate FK, P Q.

373. Pongali in appreflo, che la cur- Fig.
va AMB fia I'elliffe , in cui AB {iz 75
I’ afle maggiore, AH il fuo parametro,
F, f li due fochi,e CD la metd dell’
altro affe minore . Tirifi al punto M
Ia tangente IL, che s incontri ne’punti
I, ed L colle due AT , BL parallele
ella MN ; ed effendo eguale alla quar-
ta parte della figura del diametro, chg
ha per vertice il punto M, cosi il ret-
tangolo delle due M I, ML, come il
rettangolo delle due MF, M f, faran-
no eguali tra di loro quefti duerettan-
goli. Ma il quadrato della M S, o fia
N O fta al rettangolo delle duve M1,
ML, come AH ad AB , o pure co-
me il quadrato della C D al gquadrato
della C A . Dunque nella ragione di
quelti due quadrati {ara ancora il qua-
drato della N O al rettangolo delle due
MF, Mf.

374. Prolunghifi in appreflo 1a CA
talmente per fino al punto G, che CA
fia a CG, come CF a CA ; ed el-
fendo in quefta ragione di CF a CA,
cosi MF alla differenza delle due CG,
C N, come Mf alla fomma delle flefle
due CG, CN, fara il rettangolo delle
due MF | Mf alla differenza tra li
quadrati delle due CG, CN, come il
quadrato dzlla CF al quadrato della

| K 6 CA,
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CA , o pure come il quadrato della
CA al quadrato della CG ; e per tan-
to ordinando il quadrato della NO f{a-
ra alla differenza tra li quadrati delle
due CG, CN, come il quadrato del-
la CD al quadrato della CG; onde,
fe defcrivafi un’ altra elliffe, di cui CG
fia la metd dell’ affe maggiore , e la
flefla CD, o fia Cd la mera dell al-
tro minore , fard terminata la figura
ANOE da un’arco di queft’ altra el-
liffe.

375. Determinifi adunque lo fpazio
ellittico ANOE, e fe facciali, come
il raggio di un cerchio alla fua circon-
ferenza , cosi il riferito {pazio ad un
quarto proporzionale ; fi avra con eflo
}a fuperficie curva della porzione dello
sferoide ellittico, che generafi colla ri-
voluzione dello fpazio A N M intorno
all’affle AB. Ed ¢ da notarfi, che in
queft’ altra elliffe la AE i fa eguale
alla metd della AH, che ¢ il parame-
tro dell’affle A B della prima ellifle .
In fatti, effendo le tre CG, CA, CF
continnamente proporzionali , fara 1l
quadrato della C G alla differenza tra
h quadrati delle due CG,CA, come
1l quadrato della CA al quadrato del-
Ja CD. Ma il quadrato della CG fla
alla differenza tra li quadrati delle due

CG, CA, come il quadrato della
Cd,




DELLE SEZIONI CONICHE. 229
Cd,o fia CD al quadrato della A E.
Dunque , facendofi continnamente pro-
porzionali le re CA, CD, AE, fa-
ra la A E eguale alla meta del para-
metro A H.

376. Se Pafle AB fuppongali effere
di una lunghezza infinita , fi cambiera
in parabola , cosi ['elliffic AMB, co-
me ['altra G Od, e ciafcuna delle due
AF , AG fi fara eguale alla quarta
parte del parametro AH ; onde di nuo-
vo fi vede, che fia parabolico lo fpa-
2io A NOE, per mezzo di cui deter-
minafi la fuperficie curva del conoide
parabolico , che generafi colla rivolo-
zione dello fpazio A N'M intorno all’
affle AB . Se poi fuppongaft , che li
due affi AB, Dd fiano tra di loro
eguali, conforme !'ellilfe AMB cam-
biafi in circonferenza di cerchio , cosi
la fignra ANOE fard un rettangolo,
fatto dalle duve CA , AN ; e da cid
egli ¢ facile il ricavarne, che la fuper-
ficie sferica, defcritta colla rivoluzione
dell’ arco circolare AM intorno al dia-
metro A B, fi abbia, con moltiplicare
la circonferenza del cerchio maffimo per
la AN, ed in confeguenza , che la
fuperficie della sfera fia quadrupla dello
fleflo cerchio.

377. Se dell’ elliffe AMB fia al Fip.
contrario A B |’ afle minore , € Dc{ F. 76,

altro
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altro maggiore ; in tal cafo , poflo di
nuovo , che il punto F fia uno delli
due fochi, faccianfi continuamente pro-
porzionali, cosi le tre CF, CA, CG,
come le altre tre CF, CD, CK. E
ficcome da cid ne fegue , che li qua-
drati delle due CA,CD fiano, come
CG a CK ; cosi pud dimoftrarfi an-
cora, che gli ftefli quadrati fiano, co-
me li quadrati delle due CG, CA al
quadrato della CK . In fatti , eflendo
continuamente proporzionali le tre CG,
CA, CF, faranno li quadrati delle
due CG, CA al quadrato della CA,
come il quadrato della CD al quadra-
to della CF. Ma quefti due quadrati
fono nella {teffa ragione colli quadrati
delle due CK, CD, per effere conti-
nuamente proporzionalt ancora le tre
CK, CD, CF. Dunque li quadrati
delle due CG, CA faranno al quadrato
della CK, comeil quadrato della CA
al quadrato della CD.

378. Or, fe la MS s incontri colla
CD nel punto Q, fara MS ad M Q,
come NS a CN ;e pertanto , poiché
abbaflata full’ affe D4 I’ ordinata MR,
NS fta aCN,come CR ad RQ ,
o pure come il quadrato della CD
al quadrato della CA , o finalmente
come CK a3 CG, faranno li quadrati
delle due MS,M Q nella fteffa ragio-

ne
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ne colli quadrati dell’ altre due CK ,
C G. Ma ¢ ftato poc’ anzi dimoftrato,
che il quadrato della MQ fia alla cii-
ferenza tra li quadrati delle due CK,
M N, come il guadrato della C A al
quadrato della CK. Dunque pertur-
bando fard il quadrato della MS,o fia
N O alla differenza tra li quadrati del-
le due CK, M N , come il quadrato
della C A al quadrato della CG.
379. Conforme poi il quadrato del-
Ia M N fta alla differenza tra li qua-
drati delle due CA , CN , come il
nadrato della CD al guadrato della
A , o pure come il quadrato della
CK ai quadrati delle due CG, CAj;
cosi, fe li termini della prima ragione
tolganfi dalli termini della {econda , {a-
v la differenza tra li quadrati delle
due CK, MN alla fomma delli qua-
drati dell’ altre due CG , CN {imil-
mente , come il quadrato deila CD al
quadrato della CA . Onde di nuovo
perturbando il quadrato della NO fara
alla fomma delli quadrati delle due CG,
C N, come il quadrato della CD al
quadrato della CG ; e perranto, {e de-
{crivai un’ iperbole, di cut CD, o Cd
fi2 la meth dell’affe proprio, e CG la
metd dell’ altro conjugato, fara termi-

nata la figara ANOE da un’ arco di

quefta iperbole.
380.
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380. Determinifi adunque lo fpazio
iperbolico ANOE, e fe facciali, come
il raggio di un cerchio alla fua circon-
ferenza , cosi il riferito {pazio ad un
quarto proporzionale , fi avrd con effo
la {uperficie curva della porzione dello
sferoide ellittico, che generafi colla ri-
voluzione dello fpazio AM N intorno
all’affe minore AB . E qui ancora ¢
da notar{i, che nella defcritta iperbole
lan. AE i fa eguale alla metd della
A H , che nell’ ellifz: ¢ il parametro
dell’affe A B. In fatti, eflendo conti-
nuamente proporzionali le tre CG ,
CA,CEF, fara il quadrato della CG,
ai quadrati delle due CG, C A, co-
me il quadrato della C A "al quadrato
della C D. Ma il quadrato della CG
fta ai quadrati delle due CG, CA ,
come il quadrato della Cd, o fia CD
al uadrato della AE. Dunque, facen-
dof continuamente proporzionali le tre
CA,CD, AE, farala AE eguale
alla meta del parametro AH.

381. Ponoaﬁ finalmente , che la cur-
va AM fia un’ iperbole , di cut AB
fia I'affe proprio, AH il {fuo parametro,

y f 1t due fochi , e D4 I altro affe
con]umto Tirify al punto M la tan-
ente M I, ch2 s incontri ne' punti I,
ed L colle due AT, BL parallele alla
M N ; ed effendo eguah alla qu:laaﬁa

€lla
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della fisura decl diametro , che ha per
vertice il punto M , cosi il rettangolo
delle due MI, ML, come il rettan-
golo delle due M F, M{f , {aranno e-
guali tra di loro quefti due rettangoli .
Ma il quadrato della MS, o fia N O
ffa al rettangolo delle duve M I, ML,
come AH ad AB, o pure come il
quadrato della C D al quadrato della
C A . Dunque nella ragione di quefli
due quadrati fard ancora il quadraro
della NO al rettangolo delle due MF,
Mf.

382. Taglifi in appreflo dalla CA
la porzione CG di lunghezza tale ,
che CA fia 2aCG,come CF a CA;
ed effendo in quefta ragione di CF a
CA , cosi MF alla differenza delle
due CN, CG , come Mf alla fom-
ma delle due CN, CG; fard il ret-
tangolo delle duve MF, Mf alla diffe-
renza tra li quadrati delle due C N,
CG , come il quadrato della CF al
quadrato della CA , o pure come i1
quadrato della C A al guadrato della
C G ; e pertanto ordinando il quadrato
della NO fard alla differenza wa i
quadrati delle due CN, CG , come
il quadrato della CD al gquadrato del-
la CG; onde, fe defcrivafi un'altra i~
perbole , di cui CG fia la meta dell’

affe proprio, e la ftefla €D, owérz
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Cd la metd dell’ altro afle conjugato ,
{fard terminata la fisura ANOE da un’
arco di queft altra iperbole .

383. Determinifi adunque lo fpazio
iperholico A NOE,e fe facciali; come
il raggio di un cerchio alla {ua circon-
ferenza , cosi il riferito f{pazio ad un
quarto proporzionale ; fi avrd con eflo
la fuperficie curva del conoide iperbo-
lico, che generafi colla rivoluzione del-
lo fpazio A N M intorno all'afle A B.
Ed ¢ da notarfi , che in queft altra i-
perbole la AE i fa eguale alla meta
della AH, che ¢ il parametro dell’af-
{fe A B della prima iperbole . In fatti,
effendo le tre CG , CA , CF conti-
nuamente proporzionali , fard il qua-
drato della C G alla differenza tra li
quadrati delle duve CA , CG , come
il quadrato della CA al guadrato del-
la CD. Ma il quadrato della CG fta
alla differenza tra li quadrati delle due
CA, CG, come il quadrato della CD
al quadrato della A E. Dunque , fa-
cendofi continuamente proporzionali le
tre CA,CD, AE, fara la AE e-
guale alla meta dil parametro A H.

Fig. 384. Se dell’iperbole fia al contra-
78.rio A B I’ affe conjugato , e D d I’ al-
tro principale ;in tal cafo, pofto di nuo-
vo, che il punto F fia uno delli due
fochi, faccianfi continuamente propor-
71G-
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2ionali, cosi le re CF, CA,CG ,
come le altre re CF, CD, CK. E
{iccome da cid ne fegne , che li qua-
drati delle due CA, CD fiano , come
CG a CK ; cosi pud dimoftrarli an-
cora, che gli ftefli quadrati fiano, co-
me la differenza tra li quadrati delle
due CG, C A al quadrato della CK.
Imperocché , efflendo continuamente pro-
porzionali le tre CG, CA, CF, {a-
ri la differenza tra li quadrati delle due
CG, C A al quadrato della CA, co-
me il quadrato della C D al quadrato
della CF. Ma quefti due quadra+i fo-
no nella fleffla ragione colli quadrati
delle due CK.CD, per effere ancora
le tre CK, CD , CF continnamente
proporzionali . Dunque la differenza tra
li quadrati delle due CG , CA fara
al quadrato della CK , come i} qua-
drato della CA al quadrato della CD.

285. Or fe la MS s incontrl colla
CD nel punto Q , fara MS ad MQ,
come NS a CN; e per tanto, poiche
abbaffata full’ affe Dd ! ordinata MR
NS ftaa CN, come CR ad RQ,,
o pure come il quadrato della CD al
quadrato della CA , o finalmente co-
me CK a CG , faranno li guadrati
delle due M S, M Q nella ftefla ragio-
ne colli quadrati dell’ altre due CK,

CG. Ma ¢ ftato poc anzi dimoftrato,
che
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che il quadrato della MQ fa alla dif-
ferenza tra li quadrati delle duve CK,
M N, come il quadrato della CA al
quadrato della CK. Dunque pertur-
bando fard il quadrato della MS, o
fia N O alla differenza tra li quadrati
delle due CK , MN , come il qua-
drato della CA al quadrato della CG.
286. Conforme poi il quadrato del-
]a MN fla alla fomma delli quadrati
delle due CA , CN, come il quadra-
to della C D al quadrato della C A
o pure come il quadrato della CK al-
Ja differenza tra li quadrati delle due
CG, CA ; cosi, fe li termini della
feconda ragione tolganfi dalli termini
della prima , fard la differenza tra li
quadrati delle due CK , M N alla
fomma delli quadrati dell’ altre due
CN, CG fimilmente , come 1l qua-
drato della CD al quadrato della CA.
Onde di nuovo perturbando il quadra-
to della NO fara alla fomma delli
quadrati delle due CN, CG , come
il quadrato della CD al gquadrato del-
la CG ; e pertanto , fe defcrivafi un’
altra iperbole, di cui CD , 0 C4d [ia
la meta dell’ affe proprio , e CG la
metd dell’ altro conjugato, fara termi-
nata la figura ACN O da un’arco di
quefta iperbole.
387. Determinifi adungque lo {pazio
iper-
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iperbolico dC N O, e {e facciafi, come
il raggio di un cerchio alla fua circon-
ferenza , cosi il riferito fpazio ad un
quarto proporzionale; i avrd con eflo la
fuperficie curva del folido,che generafi
colla rivoluzione dello fpazio iperbolico
CDMN intorno all’affe conjugato AB.
E qui ancora fi vuol notare , che fe
nella conjugata di queft’ altra iperbole
tirii la A E parallela alla C4, i fard
ella eguale alla meta della AH , che
nella prima iperbole é il parametro del
fuo affe conjugato A B. In fatti , ef-
fendo le tre CG,CA, CF continua-
mcnte proporzionali , fara il guadrato
della CG alla differenza tra li quadrati
delle duve CA, CG, come il gnadra-
to della C A al quadrato della CD.
Ma il quadrato della C G fta ajla dif-
ferenza tra li quadrati delle due C A,
CG , come il gnadrato della CD al
quadrato della AE. Dunque, facendofi
continuamente proporzionali le tre CA,
CD, AE , fard ]a AE eguale alla
meta del parametro A H.

388. Per conchiudere adunque , con-
forme coll’ elliffe poflono formarfi due
{olidi , uno con aggirarla intorno all’af-
{fe maggiore , e ' altro con aggirarla
intorno all’ affe minore ; cosi eziandio
coll'iperbole poffono formarfi due folidi,

uno colla fua rivoluzione intorno all’zf-
{e
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fe proprio, e I'altro colla {na rivolu-
zione intorno all’afle conjugato. Ma,
fo bene debbafl determinare per mezzo
& archi circolari la fuperficie curva del
primo folido ellittico , e per mezzo
di logaritmi iperbolici la {uperficie cur-
va dell’ altro 5 nientedimeno , per quan-
to fi appartiene alle fuperficie curve dell
due folidi iperbolici , fi ha bifogno di
logaritmi iperbolici , per la determina-
zione , cosi dell’ una, come dell” altra.

§. XXVI.

Dell’ unghiette centrali ytaghate da un
cilindro ellittico .

280, Iccome niente vieta, di forma-

re full’ clliffe uncilindro a fi-
miglianza di quello , che formafi ful
cerchio ; cosi , fe quefto cilindro fia ret-
to, ed il medefimo fi feghi per un pia-
no , che fi termini ad uno delli due
afi dell’elliffe 5 fi avrd colla porzione
dello fteflo cilindro , che rimane com-
prefa tra la fua bafe , ed il piano {e-
cante , un’ unghictra ellittica centrale .
Le meta di quefte unghiette fogliono
impiegarfi tal volra dagl’ Artefici nella
{truttura delle volte, con cui cuopronfs
le ftanze nobili degl edificj ; onde fare-
mo ora vedere, come debbali determi-

nare , ¢ porre a calcolo , cosi la loro
{oli-
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folidita , come la loro fuperficie curva.

390. Siapeicio la mezza elliffe AMB, Fig.
di cul AB fia uno delli due afli, AH 70,
il {fuo parametro, e CD la merd dell
altro affe conjugato ;e fia ancora ABDK
P unghictra rifecata dal cilindro ellitti-
co per mezzo del piano AK B, che
terminali all’ affe AB . Elevifi fulla
C D il piano CDK , che fia perpen-
dicolare al piano della mezza elliffe
AMB , e fi termini all’ altro piano
AK B . Prendera ecgli dunque dentro
dell’ unghietta forma di triangolo , e
dividera in due parti eguali la ftefla
vnghietta ; onde, attenta la fitnazione,
che {i da alle due mezze unghiette CDK A,
CDKB nella firuttura delle volte ,
conforme il triangolo CDK dee ri-
guardarhy, come bafe di ciafcuna di ef-
fe, cosi fara CA I' altezza della pri-
ma CDKA, e CB I’ altezza dell’ altra
CDKB.

491. Or, fe ciafcuna dell’ ordinate
MN diftendafi talmenie per fino al
punto O , che il quadrato della fleffa
M N facciali eguale al rertangolo delie
die AH, NO; fi avrd colla NO u-
ha nuwova figura , che fecondo ¢ ftato
dimofirato , fard terminata dalla para-
bola AGB , che ha per affe la GC,
eguale alla quarta parte della AB , e

per parametro lg flefla A B, Dctermir-
nifa
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nifi adunque lo {pazio parabolico ACG,
ed io dico, che il prodotto dello fteffo
fpazio per la AH fia alla mezza un-
ghietta CDK A , come il quadrato
della C D al triangolo CDK, o pure
come C D alla meta dell’altra DK,
Per dimoftrarlo , pongafi, che le due
MNO , mno fiano parallele, ed infinita-
mente vicine tra di loro; e tirate nel-
la fuperficie curva della mezza unghiet-
ta le rette MR, mr parallele alla DK,
congiungan(i le due NR, nr.

392. Conforme adunque con quefte
yette formanfi dentro della mezza un-
ghietta gli altri due triangoli NMR,
»mr equiangoli col triangolo CDK ;
cosi il picciolo prifma , comprefo tra
queft’ altri due triangoli, potra riguar-
darfi, come elemento della ttefla mezza
unghietta . Ma, per eflere 1l rettango-
lo delle due AH, N O eguale al qua-
drato della M N, il prodotto del pic-
ciolo quadrilatero O N#zo per la AH
fta a quel picciolo prifma, come il qua-
drato della M N al triangolo NM O,
o pure come il quadrato della CD al
triangolo CDK . Dungue, avendo que-
fta fteffa analogia luogo da per tutto,
fara il prodatto dell’ intero {pazio para-
bolico ACG per la AH all' intera
mezza unghietta CDK A fimilmente,

come il quadrato della CD al triangcl)-
o
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lo CDK,o pure come CD alla me-
ta dell altra DK

203. Poiché dunque lo fpazio para-
bolico A CG ¢ egunale ai due terzi del
ettangolo delle due CA, CG ; fara
il prodotto dello fteflo {pazio per la
A H eguale ai due terzi de] prodotto
delle tre CA, CG, AH, o pure ai
due terzi del prodotto del quadrato del-
la CD per la CA . Onde, dovendo
¢fere quefto prodotto alla mezza un-
ghictta CDK A , come il quadrato
della CD al triargolo CD K fi avra
la {olidita della mezza unghietra , con
moltiplicare il triangolo C DK, che
ferve ad efla di bafe , per gli due ter-
zi della foa altezza CA. E ficcome
da cid ne fegne , che la ftefla mezza
urghietta fia al prifma, circonferitto n-
torno ad efia, come 2 a 3 ; cosi, fe
con quadranti ellittici forminfi fulle fi-
gure piane regolari poliedri cilindrici ,
confimili a quelli, formati nella Geo-
metria folida con quadranti circolari,
pure ciafcuno dieffi fara al prilma, cir-
confcritto intorno allo fteflo poliedro ,
come 2 a 3. c

204. Per quanto poi alla fuperficie
curva della mezza unghietta CDK A,
ella non pud averli con efattezza, ma
foltanto per via di approflimazione . Fig.
Diftendafi percid ciafcuna dell’ ordinate 8o.

Tom. 111 L MN
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M N talmente per {ino al punto O ,
che la N O facciafi eguale alla MS ,
alzata perpendicolarmente fulla retta |
che & tangente del quadrante ellittico
nel punto M ; ed 1a dico, che la nuo-
va fisura A CdE, formata colle NO,

v v
fia alla {uperficie curva della mezza

unghietta CD KA, come CD a DK.
Per dimoftrarlo , pongali fimilmente ,
che le due MNO, mno fiano parallele,
ed infinitamente vicine tra di loro ; e
tirate di nuovo nella fuperficie curva
della mezza unghietta le rette MR ,
mr parallele alla DK, {i abbafli {ulla
M N la perpendicolare ms.

393. Effendo adungque equiangoli li
due triangoli MINS, Msm, fara MS ,
o fia NO ad MN , come Mm ad
ms, ovvero N e pertanto il piccio-
lo quadrilatero O ‘N o fard eguale al
rettangolo della MN nell’archetto Mm.
Ma quefto rettangolo fta ali’aitro pic-
ciolo quadrilatero RMmr ,come M N
ad MR, o pure come CD a DK.
Dungque ancora quel picciolo quadrila-
tero ONwo fara a queft’ altro RMmr ,
come CD a DK ; ed in confeguenza,
avendo quefta {tefla analogia luogo da
per tutto, fara I' intera figura AEA4C
all’intera {uperficie curva dclla mezza
unghietta C DK A fimilmente, come
CD a CK.
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396. Pongafi ora primieramente ,
che nel quadrante ellittico CA D fia
CA la meta dell’affe maggiore, e CD
la meta dell altro minore. Se adunque
il punto F fia il foco dello fteflo qua-
drante , e diftendafi la C A talmente
per f{ino al punto G , che CF fia a
CA,come CA aCG ; fecondo &
ftato gia dimoftrato, fara terminata la
ficura A EAC dall’ arco E d dell’alero
quadrante ellittico CGd, di cui CG ¢&
h meta dell’afle maoe,zore , e la ftefla
CD, o fia Cd la meta dell'altro mi-
nore ; e fard altresi la AE eguale alla
meta del parametro AH . Onde , fe
determinifi lo {pazio ellittico AEdC,
e facciafi, come CD a CK, cosi lo
fteflo fpazio ad un quarto proporziona-
le; i avra con effo la fuperficie curva
della mezza unghietta CDK A. |
297. Se poi col centro C , e coll’
intervallo della CG defcrivafi il qua-
drante circolare GI L , che s’ incontri
colla AE nel punto I, e colla Cd
nel punto L; fara nella ragione di CG
a CD, tanto A I ad A E , quanto lo
{pazio circolare ALLC allo {pazio el-
llmco AEJC. Onde , fe facciafi,
come CG a DK , cosi lo fpazio ¢ir-
colare ATLC ad un quarto proporzio-
nale ; ancora con effo fi avra la fuper-

ficie curva della mezza unghietta . Ed
L 5 eflen-
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effendo cosi,egli ¢ facile il dimoltrare,
che fi abbia la fleffa fuperficie, primie-
ramente con aggiungere la CD all’arco
IL, ed indi con moltiplicare la loro
fomma per la meta della DK.

398, In fatti , effendo la AE e-
qualc. alla metd del parametro AH,
fara CA 2 CD, come CD ad AE.
Ma CD {la a CG , come AE ad
A I . Dungue ordinando farﬁ CA a
CG, come CD ad Al ; e per tanto
il retranﬂolo delle due CA ATl fara
eguale al rettangolo dell’ altre due CD,
C G. Quindi, ficcome il f{ettore [CL
fi ha, con moltmncare I"arco I L per
la meth della CG cosi fi avrd il tri-
angolo CAI,con molttplrcare la CD
per la meta della ftefa CG. Onde ,
effendo lo fpazio circolare AILC egna-
le al fettore, ed al triangolo unitt In-
fieme , fi avra lo fteflo {pazio , con
aggiungere la CD all’arco IL , € con
moltiplicare la loro fomma per la me-
ta della CG ; ed in confmuenza con
maggior compendio {iavrad la fuperficie
curva della mezza unghietta, con mol-
tiplicare la flefla fomma per la meta
della DK.

399. Ecco adunque , come date le
tre rette CA , CD , CK, da cut la
mezza un"htctta C D KA riceve la fua

dntermmazxope , dee farfi il calcolo ,
per
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per definire preflo a poco la fua fuperficie
curva. Prendafi primieramente la dif-
ferenza tra li goadrati delle duve CA ,
CD; e ficcome colla fua radice qua-
drata i ha la CF, cosi,con ritrovare
la terza proporzionale dopo le due CF,
CA, fi avra la CG, che ¢ il raggio
del quadrante circolare G I L. Facciali
di poi, come CG a CA,cosi il rag-
gio del canone trigonometrico ad un
guarto proporzionale ; e veggafi nello
ftofo canone, di quanti gradi , e mi-
nuti fia I'arco, a cui corrifponde come
feno il quarto proporzionale ritrovato.
E poiche di altrettanti gradi, e minuti
dee effere ancora I'arco IL , di.cui &
feno la C A ; fi fara nota la ragione ,
che ferba lo fteffo arco coll'intero qua-
drante GIL.
 400. Determinifi in appreflo la lun-
shezza del quadrante GIL, per mezzo
del teorema di Archimede, che il dia-
metro di qualfifia cerchio fia alla {ua
circonferenza quafi , come 7 a 223 ed
effendo nota la ragione tra I arco IL,
e lo fteflo quadrante , potra determi-
nar(i altresi la lunghezza dell’ arco IL.
Onde , fe dopo eflerfi determinata la
fua lunghezza , aggiongafi ad effa la
CD, e moltiplichifi la loro fomma per
Ja meta della DK ; col prodotto di
quelta moltiplicazione fi avra preflo a

L 2 poco
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poco la fuperficie curva della mezza un-
ghietta CDK A,

401. Per {chiarire il calcolo da farfi
con qualche efempio , pongafi , che la
CA fia di palmi 15,la CD di palmi
12, e Ja DK di palmi 20 . Effendo
adunque 225 il quadrato di 15, e 134
il quadrato di 12, fara 81 la loro dif-
ferenza ; e pertanto , cffendo ¢ la ra-
dice quadrata di 31, fara la CF di ¢

almx Conforme poi il terzo propos-
21onale dopo li due numeri 9, & 15 &
25 , cosi fara la CG di palmi 25 ;
onde, fe facciafli, come 25 a 15, cosi
il raggio del canone trigonometrico ad
un quarto proporzionale , {1 ritrovera
egli effere 600000 , il quale rapportafl
come feno ad un’arco preflo a poco di
36 gradi , e 52 minuti ; ed in confe-
guenza ancora I’ arco I L dovra effere
di altrettanti gradi, e minuti.

402. Quindi , con ridurre li gradi,
cosi dell’ arco , come del quadrante e-
ziandio a minuti , fard |’ arco I L al
quadrante GI L, come 2212 a §400 ,
o pure come 553 2 1350. Onde, effendo
di palmi 157, e 5 la circonferenza del
cerchio , che ha per raggio fla CG ,
{ara il quadrante GIL di palmi 39,
e 5, e l arco I'L di palmi 16’093 .
Aggiungafi adunque a queft’ arco la

CD, che ¢ di palmi 12; e conforme
il
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il prodotto, che fi ha,con moltiplicare
la loro fomma 28’093 per la meta del-
la CK, cioé per 10, ¢ 280093, cosi
la fuperficie curva della mezza unghiet-
ta fard prefflo a poco di 280’093 palmi
guadrati .

403. Pongafi in appreflo , che nel Fig.
quadrante ellittico C A D fia al con- 81.
trario CD la metd dell afle maggiore,
e CA la metd dell’ altro minore. Ed
in quelt’ altro cafo, fe eflendo F il fo-
co dello fteffo quadrante ,facciafi di nuo-
vo, che CF fia a CA, come CA a
CG ; fecondo ¢ ftato ancora dimoftra-
to, fard terminata la figura AE4C da
un’ arco dell’ iperbole, che ha la CD,
o fia Cd per metd dell’ affe proprio ,
e la CG per meta dell’ altro conjuga-
to; e fard altresi la AE egnale alla
methd del parametro AH. Onde , fe
determinifi lo fpazio iperbolico AEJGC,
e facciafi, come CD a CK, cosi lo
fteflo {pazio ad un quarto proporzioma-
le; fi avrd con effo la {uperficie curva
della mezza unghietta CDK A.

404. Se poi fulla Cd prendafi la
CL di lunghezza tale, che fia eguale
alla CG, e defcrivafi I’ iperbole equi-
latera LI, che avendo la CL per me-
t3 dell’ affe proprio , s incontri colla
A E nel punto I; attenta l'indole del-
le duc iperboli, dee effere nella ragio-

L 4 ne
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nedi CD a CG, tanto AE ad Al
quanto lo {pazio A E 4 C allo fpazio
AILC. Onde, fe facciali, come CG
a CK, cosi lo fpazio AILC ad un
quarro proporzionale ; ancora con effo
fi avra la {uperficie curva della mezza
unghietta CDK A . Ed effendo cosi ,
conforme per avere il valore dello fpa-
zio AL L C,fi ha bifogno di un lof*a-
ritmo iperbolico; cosi per mezzo dello
fteflo logaritmo dovra determinarfi la
riferita fuperficie .-

405. In fattiy, fe CX fia laﬁntoto
dell’ iperbole equilatera LI, e su di
eflo ﬁ abbaffino I’ ordinate LS IV ;
{i avra lo f{pazio LSVI, comprefo
tra quefte due ordinate , con moltipli-
care il quadrato della CS per lo loga-
ritmo iperbolico della CV § onde , ef-
fendo lo fpazio LSV I eguale al fet-
tore LTI, {1 avra I’ intero fpazio
ATLC , con aggiungere a quel pro-
dotto il triangolo "CAIL. Per effere poi
il quadrato della CS eguale alla merta
del quadrato della CL, e fila CG, e
per averfl il triangolo C AT qui anco-
ya, con moltiplicare [a CD per lame-
ta della CG; i avra lo fteflo {pazio,
con aggiungere la CD al prodotto del-
la CG perlo logaritmo IpEl’bO]lCO del-
la CV , e con moltlpncare la loro

fomma per la meta della flefla CG
onde
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onde con maggior compendio fi avra
1a fuperficie curva della mezzamnnghiet-
ta, con moltiplicare la fteffa fomma
per la meta della CK.

406. Or per ritrovare il logaritmo
iperbolico della CV, fa duopo prima
definire la ragione , che la fteffa CV
ferba colla CS, che nel fiftema delli
logaritmi iperbolici dee prenderfi per
unita . Io dico adunque , che CV fia
a CS, come f{ta la fomma delle due
CA,Al aCL, o fia CG. Per di-
moitrarlo , prolunghifi la IV per fino
a che s incontri colla CA nel punto
Z ; e facendofi equiangoli li due trian-
goli CVZ, CSL, fara CV a CS,
come CZ a CL. Ma, per effere ifo-
fcele il triangolo A 1Z, fono eguali le
due AI,-AZ , ed in confeguenza la
CZ ¢ eguale alla fomma delle due CA,
AI. Dongue CV fara a CS, come
la fomma delle due CA, ATl a CL
o fia CG.

407. Ecco dunque, come date le tre
rette CA, CD, CK , da cui la mez-
za unghietta CDK A riceve la fua
determinazione , dee farfi il calcolo n
quell altro cafo , per definire preflo 2
poco la fua fuperficie curva . Prendafi
primieramente la differenza tra i qua-
drati delle due CD , CA, e ficcome
colla fua radice quadrata fi ha la CF3;

L s COS1,
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cosi, con ritrovare la terza proporzio-
nale dopo le due CF , CA , fi avri
la CG, o0 fia CL. Facciafi di pot,
come CA aCG,cosi CD ad uma
quarta proporzionale ; ed avendofi con
c[fa la. A1, fard nota la ragione ,
cosi tra la fomma delle due CA, Al
ela AL, come tra le due CV,CS.

408. Prendafi in apprefio nel cano-
ne logaritmico , che abbiamo , cosi il
, logaritmo del numero 2 , come il lo-
* garitmo del numero , che ci addita la
quantitd della riferita ragione ; e fac-
ciaft, come il primo di effi al fecondo,
cos} il logaritmo iperbolico del 2, che
é 069314719 ad un quarto proporzio-
nale. Con eflo adunque fi avra il lo-
garitmo iperbolico della C V ; onde ,
fe al prodotto della CG per lo fteflo
logaritmo aggiungafi la CD, e molti-
plichifi la loro fomma per la meta del-
la DK, col prodotto di quefta molti-
plicazione {i avra preffo a poco la fu-
perficie curva della mezza unghietta
CDKA.

409. Nel calcolo intanto da farft
bafta impiegare le fole prime quattro
note degl’ wni, e degl’ altri logaritmi ,
onde potra prenderfi 0’693 per loga-
ritmo iperbolico del 2 . Per fchiarirlo
con qualche efempio, fia Ia CA dipal-

mi 12, la CD di palmi 20, ¢ la Dléi
i
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di palmi 26 . Effendo adunque 400 il
quadrato di 20 , e 144 il quadrato di
12, {ard 236 la loro differenza ;e per-
tanto , effendo 16 la radice quadrata
di 256, fard la CF di 16 palmi. Con-
forme poi ¢ ¢ il terzo proporzionale
dopo li due numeri 16, e 12,cosi fa-
ra la CG, o fia CL di palmi ¢;on-
de fe facciafi, come 12 a ¢, cosi 20
ad un quarto proporzionale, fi ritrove-
ri egli effere 15 ; ed in confeguenza ,
facendofi la A1 di 15 palmi, fard di
27 a o la ragione , cosi della fomma
delle due CA , AI ad AL , come
della CV alla CS.

410. Or eflendo 3 la quantita di
quefta ragione, chiaro i é, che pren-
dendofi la CS per unitd , debba addi-
tarci la CV il numero 3 ; onda, effendo
nel canone, che abbiamo, o’jcr il loga-
ritmo del 2,e0’3477 il logaritmo del 3,
fe facciali, come 0’301 a 0477 , cosl
0’693 ad un quarto proporzionale; fa-
rd 1’098 il logaritmo iperbolico della
CV ; e pertanto il prodotto della CG,
che ¢ di ¢ palmi , per quelto logarit-
mo , fard 9’882 . Aggiungafi adunque
a quefto prodotto la CD , che ¢ di
20 palmi; e poiché , con moltiplicare
la loro fomma 29’882 per la meta del-
Ja DK, ciod per 13, fi ha 383466 ,
dovrd conchiuderf , che la fuperficte

- L o curva
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curva della mezza unghietta CDK A
fia preflo a poco di 388'466 palmi qua-
drati .

4r1. Mi fon diftefo piu del mio fo-
lito intorno a quefle mezze unghiette,
per lo bifogno , che fi ha di efle nella
mifura delle volte, in cui fogliono im-
piegar{i ; anzi per gquefto motivo ho
ftimato altresi necceflario, di fchiarire
con qualche efempio il calcolo da farfi,
per determinare la loro fuperficie cur-
va . Noteremo intanto, che attenta la
dimoftrazione delli due teoremi,da cui
fi ¢ ricavato il modo di porre a cal-
colo la loro foliditd, e la loro fuperfi-
cie curva, fe per mezzo del triangolo
N MR parallelo all’altro C DK rife-
chifi dalla mezza unghietta CDKA la
porzione N MR A ; pure cogli flefa
teorem: potra determinarfi , tanto la
foliditd , quanto la fuperficie curva di
queita porzione ; ma bafta cid di efferfi
avvertito , maggiormente, che non mal
occorre di dover{i porre a calcolo una
tale porzione.

412. Se nel quadrante ellittico CAD
ponganfi eguali le due CA, CD, che
fono le me:a delli due afli dell elliffe,
conforme lo f{teflo quadrante diventa
circolare , cosi fara circolare ancora il
cilindro , da cui ¢é rifecata la mezza

unghietta CDK A ; ma fe bene, ef-

{endo
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fendo ella di quefta indole , tutta via
fi abbia la fua foliditda , con moltipli-
care il triangolo CDK , che ferve ad
effa di bafe, per gli due terzi dellafua
altezza C A ; nientedimeno la {na fu-
perficie curva , fecondo ¢ ftato dimo-
ftrato negl’ Elementi della Geomertria Fig.
folida, fi fara eguale al doppio del tri- Bo.
angolo C DK . Ed in fatti, con effere 1.
eguali le due CA, CD , conforme il
foco F i riunifce col centro C , cosi
al contrario il punto G difcoftali infi-
nitamente dallo {tefflo centro; onde I
arco EOd, fia dell’ elliffe , fia dell’i-
perbole , da cui & terminata la figura
AEd4C , cambiafi in uwna retta paralle-
la alla CA.

413. Del rimanente il cilindro el-
littico dee riguardarfi, come porzione
del cilindro circolare, per la ragione ,
che contorme, con fegare il cilindro cir-
colare per un piano parallelo alla {va
bafe , [i ha un cerchio eguale alla ftef-
fa bafe ; cosi , fi avra un’ elliffe , fe
fechifi lo fteflo cilindro per un piano,
che incontrandofi col {uo afle , fia ob-
blignamente firnato per rapporto alla
fua bafe ; e per quefta ftefla ragione
chiaro ancora fi ¢ , che il cilindro el-
littico retto fia porziome del cilindro
circolare {caleno, ed al contrarie il ci-
lindro ellittico fcalemo fia porzione del

ci-
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cilindro circolare retto. Conforme poi
full’ elliffe pud formarfi ancora un co-
no, tanto retto, quanto {caleno; cosi
per la medeflima ragione il primo fard
porzione del cono circolare fcaleno, ed
al contrario il fecondo fard porzione
del cono circolare retto.

414. Avendofi intanto un cilindro
ellittico, fi determinera, tanto la fua fo-
lidita , quanto la fua fuperficie cilin-
drica , come determinanfi nel cilindro
circolare . In fatti , conforme fi ha la
fua folidita col prodotto della bafe per
I' altezza , cosi la fua fuperficie cilin-
drica {i avri, con moltiplicare il lato
della fieffa fuperficie per Jo perimetro
della bafe, effendo il cilindro retto ; e
per lo perimetro della fezione , fatra
per un piano perpendicolare allo ftefo
lato, effendo {caleno . Quantunque poi
la folidira del cono eilittico fimilmente
fi abbia col prodotto della fua bafe per
la fua altezza ; nientedimeno tuttavia
fi defidera un modo di determinare il
prothmo valore della fuperficie conica,
tanto fe il cono fia retto , quanto fe
fia {caleno, che poffa porfi in pratica.

g4ts. La ftefla difficolta turtavolta
s’ incontra nella determinazione della
fuperficie cilindrica del cilindro ellitti-
co, cosi retto, come fcaleno ; poiché,

ficcome per averla deefi moltiplicarle il
ato
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lato della fuperficie perlo perimetro di
un’ elliffe ; cosi non ancora da Geome-
tri fi ¢ ritrovato nn modo facile di de-
terminare il profimo valore, cosi dell’
intero perimetro, come diqualfifia arco
dell’ elliffe ; anzi un modo confimile fi
defidera altresi per la determinazione
di un’ arco d’ iperbole : dimodoche del-
Je tre curve la fola parabola ha i} van-
tageio, di poterfi determimare preffo 2
poco la lunghezza di qualfifia {uo arco
per mezzo delli logaritmi iperbolici .

§. XXVIL
Del groblema d_eilc due mezze

proporzionali .

416. Econdo avvertimmo fal prin-

) cipio di quefto trattato, non
per altro motivo gl antichi Geametri
penfaronc ad altre curve,e fpecialmen-
te alle tre , che ricavanfi dalla varia
fezione del cono , {e non {e per poter
rifolvere li problemi, che effi {teffi chia-
marono folidi; onde rimane a far vede-
re brevemenre , come per mezzo del-
le condizioni appoite ne’problemi pofla
venirfi in cognizione delle curve , da
cur dee ripeterli la loro foluzione , re-
ftringendoci ai due principali,a cul ri-

duconfi tucti gl altri , cioé alla ricerc(:;_
i
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di due mezze proporzionali tra due ret-
te date, ed alla trifezione di un dato
angolo rettilineo, 0 fia di un dato arco
circolare .

417. Adunque per quanto al primo,
fiano AB , AC le due rette , tra le
guali debbonfi ritrovare le due mezze
proporzionali ; e fitnate le medefime in
modo , che l'angolo BAC da eflfe con-
tenuto fia retto, diftendafila AB verfo
D,e la AC verfo E. Pongafi, che AN,
AO, prefe {ulle due AD, AE, fiano le
due mezze proporzionali, che fi diman-
dano. Effendo adunque AB ad AN, come
AN ad AQO, fard il quadrato della
AN eguale al rettangolo delle due AB,
A Oj; e cosi ancora , eflendo AN ad
A O, come AO ad AC,fara il qua-
drato della A O eguale al retrangolo
delle duve AC, AN.

418. Or quefte due uguaglianze ,
ricavate dalle condizioni ftefle del pro-
blema , ci danno a divedere , che le
due AN , AO fiano ordinate di due
parabole, li di cui afli hanno per loro
parametri le due rette date AB, AC.
Defcrivan{i adunque le due parabole
A X, AZ, che abbiano per loro afhi
le duve AD, AE, e per parametri de-
gli (tefh afli I'altre due AB, AC;, e
{fe dal punto M, in cui interfegan{i que-
fte due parabole , i abbaflino le per-

pen-
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pendicolari M N, MO fulii mede{imi
afli , rimaneranno determinate le due
AN, AO.

419. Lo fteflo problema ci fommi-
niftra ancora una terza uguaglianza, e
fi ¢, che il retrangolo delle due AN,
A O fia eguale al rettangolo delle due
rette date AB, AC ; onde , ficcome
quefta terza ugnaglianza ci conduce ad
un’ iperbole equilatera , confliderata per
rapporto ai fuoi afintoti, cosi coll’ in-
terfegamento di effa con una delle due
parabole potranno determinarii ancora
le due AN, AOjed in fatti, fe coili
due afintoti AD, AE defcrivafi liper-
bole equilateara V R, la di cui potenza
fia il rettangolo delle due AB, AC,
quefta parimente s'interfeghera con cia-
{fcuna delle due parabole nel punto M,
per mezzo di cul determinanfi le due
AN, AO.

420. Dal medefimo problema pud
dedurfi inoltre una quarta uguaglianza.
Imperocche , effendo il guadrato della
AN eguale al rettangolo delle due AB,
A O, e¢d il quadrato della A O eguale
al retrangolo delle due AC,A N fa-
ra il retrangolo delle duve AB, AO
infieme col quadrato della A O egua-
Je al retrangolo delle due AC, AN
infleme col quadrato della A N. Onde

la quarta uguaglianza fi ¢, che il ret-
tan-
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tangolo delle due AO,BO fia eguale
al rettangolo dell’ altre due AN, CN,
la quale vguaglianza eziandio c¢i con-
duce ad un’ iperbole equilatera , ma
confiderata per rapporto al fuo proprio

afle .
421. Pongafi percid,che la AB fia

maggiore della AC, e dividanfi ambedue
per metd ne punti F, e G ; compifcafi
di poi il rettangolo A H,e taglifi dal-
la GH la HI in modo , che il qua-
drato della AG, ovvero CG fia eguale
alla differenza degl’altri due, fatti dalla
GH, e dalla HI. Se adunque defcri-
vali I' iperbole equilatera TIS , che
abbia per centro il punto H, e per
vertice principale il punto I ; quefta
dovra paffare per gli punti A, e C :
ed interfegandofi con una delle due pa-
rabole , o pure coll’ altra iperbole e-
quilatera , eziandio ci dard il punto
M , per mezzo di cui determinanfi le
due AN, AO.

422. Finalmente dallo fteflo proble-
ma pud dedurli una quinta uguaglianza,
per cuifacciafi la AD eguale alla AB,
e la AE eguale alla AC | In fatei 5
effendo il quadrato della AN eguale
al rertangolo delle due AD »y AO,
ed il quadrato della A O eguale al
rettangolo delle due AE, AN ; fa-
r3 la differenza tra il rettangolo del-

le
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le due AD, A O, ed il quadrato del-
la AO eguale alla differenza tra il ret-
tangolo delle due AE , AN, ed il
quadrato della AN . Onde la quinta
uguaglianza fi &, che il rettangolo del-
le due A O, DO fia eguale al rettan-
golo dell’ altre dne AN, EN, laqua-
le nguaglianza ci conduce alla circon-
ferenza di un cerchio, ed ecco come.

423. Pongafi di nuovo, che la AD
ia maggiore della AE , e dividanfi
ambedue per meta ne'punti F , e G.
Se adungque compifcafi 1l rettangolo AH
{aranno egnali le tre HA, HD, HE
e per tanto il cerchio , defcritto col
centro H , e collintervallo della prima
di effle HA, dovra paffare per gl altri
due punti D, ed E; onde,inter{egan~
dofi la fua circonferenza , o con una
delle due parabole, o con una delle due
iperboli equilatere , tuttavia fi avra il

unto M, per mezzo dicui determinanfi
e due AN, AO.

424. Dalle condizioni adungue del
problema i fono ricavate cingue ugna-
glianze, che ci hanno condottoa cinque
curve diverfe ; onde, combinando que-
fle curve a due a due , potremo rifol-
vere il problema in dieci differenti ma-
niere ; ma tra quefte diverfe folnzioni,
non v ha dubbio , che quelle debbano

effere preferite, in cui impiegafi lacir-
con-
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conferenza del cerchio ; onde, fe con efla
vogliafi accoppiare una delle due para-
bole , ecco come dovranno ritrovari:
due mezze proporzionali tra le due ret-
te date AD, AE.

Fig. 425. Pongafi, che la AD fia mag-

33. g

iore della AE , e formato con effe
I’ angolo retto D A E, dividanfi ambe-
due per meta ne punti F,e G. Com-
pifcafi di poi il rettangolo FG , e de-
{crivafi il cerchio A D E col centro H,
e coll’ intervallo di una delle tre HA,
HD,HE, che fono tra di loro egua-
li . Finalmente coll’ affe A D, e col
parametro della fteffa AD defcrivafi la
parabola A X , che s’ interfeghi colla
circonferenza del cerchio nel punto M;
ed abbaffata {ull’ affe AD la perpendi-
colare M O, faranno MO , AO le
due mezze proporzionali, che {i diman-
dano .

426. Per dimoftrarlo, prolunghifi la
MO per fino a che s’ incontri di nuo-
vo colla circonferenza del cerchio nel
punto P, e su di effa {i abbafli la per-
pendicolare EQ. Effendo adunque, per
la parabola, il quadrato della MO e-
guale al rettangolo delle due AD,AQO;
ed effendo, per lo cerchio, il retrangolo
delle duve MO, PO, o pure delle due
MO, MQ eguale al rettangolo dell’

altre due AO,D O fara il rettango-
lo
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lo delle due MO , OQ eguale al qua-
drato detlla A O . Onde , dovendo ef-
fere MO ad AO, come AO ad 0Q_,
o fia AE, ed effendo per la parabola
ADad MO, come MO ad AO ;
faranno le quattrc AD, MO, AO,
A E continnamente proporzionali.

427. Tra gl antichi Geometri 1n-
tanto vi furono alcuni , che penfarono
ad altre corve per la {olnzione del pro-
blema, di cut {1 tratta : come in fatti
uno di effi, chiamato Diocle, credette,
poterfi rifolvere il problema piu facii-
mente per mezzo della fua ciffoide AOX, Fig.
che ricavava dal cerchio AMB , con 84.
prolungare ciafcuna delle fue ordinate
M N rtalmente per fino al punto O ,
che la N O fofle quarta proporzionale
dopo le re BN, M N, AN dimo-
doché , ficcome quefte tre formano una
proporzione continua , cosi ancora le
quattro EN, MN, AN , NO foffero
continuamente proporzionali; ed ecco,
come per mezzo di quefta carva ritro-
vava egli due mezze proporzicnali tra
due rette date.

428. Siano P , ed S le due rette
date . Elevifi su'l diametro del cerchio
A B la perpendicolare A D di lunghez-
72 tale , che AB fia ad AD , come
P ad S indi congiungafi la B D, che

§ incontri colla ciffoide nel punto O ,
ed
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ed 2 quefto punto tirifi la M O paral-
lela alla A D. Facciai di poi , come
BN ad MN , cosi P a Q ;e come
MN ad AN, cost Q ad R ; ed ef-
fendo P ad S, come AB ad AD, o
pure come BN, NO, faranno le quat-
tro P, Q, R,S proporzionali coll’ al-
tre quattro BN, MN, AN, NO;
ed in confeguenza quelle ancora a fi-
miglianza di quefte faranno continua-
mente proporzionalt .

429. Pud deferiverfi quefta curva
colla fquadra TAV , che i aggiri in-
torno al punto A, e colla riga GH,
che fi muova ful diametro AC in mo-
do , che infita su di effo fempre ad
angoli retti . Imperocché, fe la rivolu-
zione della fquadra , ed il moto detla
yica faccianfi con legge tale , che la
riga s'interfeghi col lato AV della {qua-
dra {ulla circonferenza del cerchio AMB;
fi avranno li punti della curva coll in-
terfegamento della ftefla riga coll’ altro
lato della fguadra AT ; ed attenta
quefta defcrizione chiaramente fi vede,
che la BZ, ultima ordinata della cur-
va, corrifpondente al punto B , debba
effere {uo afintoto.

Fig. 430. Un’ altro antico Geometra ,
8s. chiamato Nicomede, fu ancora di fen-
timento , poterli ritrovare con maggior

facilita due mezze proporzionali tra due
‘ rette



DELLE SEZTONI CONICHE. 263
rette date per mezzo della fua concoide
MAM, in cui fono eguali,non gia le
rette CM, tirate alla curva dal punto
C, dato di pofizione , ma le porzioni di
efle OM, comprefe tra la DE, fimil-
mente data di pofizione , e la {tefla
curva. Conforme poi di quefta fua con-
coide chiamava polo il punto C , di-
rettrice la DE, affe la C A perpendi-
colare {plla D E, vertice il punto A |
ed intervallo la porzione AB dell’afle;
cosi egli ftefo conobbe , eflfere la di-
rettrice DE aflintoto della curva, perla
ragione, che quanto pit la CM incli-
nafi fulla DE | tanto maggiormente
minorafl la diftanza del punto M dalle
ftefla DE.

- 431. Si avra la defcrizione diqueft’
altra curva, {e portandofi fulla D E il
centro O del cerchio M R m, defcritto
col raggio A B, aggirifi la riga CV
intorno al polo C in modo, che pafli
fempre per lo centro di quel cerchio ;
poiché, facendofi la porzione della ri-
ga OM, comprefa tra il centro, e la
circonferenza del cerchio , eguale alla
AB, fi avranno li punti della curva
col cortinvo interfesamento della frefla
riga , ¢ della ftefla circonferenza . Ma,
ficcome Ja riga CV interfegafi colla
circonferenza del cerchio M R m anco-
ra dall’ altra parte della DE nel punto

m g
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m; cosi con queft’ altro interfegamento
fi avra un’ alira concoide mam com-
pagna della prima, la quale dovra an-
nodarfi nel polo C, e formare un'ova-
Je tra quefto polo , ed il {uo vertice
2 , fe mai la AB fia maggiore della
BC.

432. Pensd aquefta curva Nicome-
de , poiché ficcome per mezzo di effa
rifolvefi facilmente il problema , di a-
dattare in un dato angolo una refta ,
che fia eguale adun’altra retra data,e
paili per un dato punto; cosi a quelto
pud ridurfi I'altro principale , di ritrovare
due mezze proporzionali tra due rette
date . Per dimoftrarlo, fiano AB, AC
le dne rette date, colle quali formifi
primieramente il rettangolo A D indi,
divifa la maggiore di cile AB per me-
t3 nel punto E, congiungafi la DE ,
che s’ incontri coll’ altra minore A C
nel punto F. Dividafi di poi queftaltra
A C ancora per meta nel punto G ;
ed alzata su di efla la perpendicolare
G H talmente lunga , che facciafi la
C H eguale alla BE, tinfi la C1 pa-
rallela alla FH.Finalmentz, prolungara
la AC verfo K, adattifi nell’ angolo
ICK lza KI in modo, che fia eguale
alla CH, o fia BE , e palli prolua-
gata per lo punto H.

433. Cid fatto, congiungal la K]l),

che
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che s incontri colla AB nel punto L
cd io dico, che CK, BL fiano le due
mezze proporzionall tra le due rette
date AB, AC . In fatti , effendo e-
guali le due AE, BE faranno eguali
ancora | altre due AF, BD ; onde |
facendoft la CF duula della AC , fara
ABaBE, ¢m: CFad AC. Ma,
per gli trrangoli equiangoli DBL,KCD,
BL ftaa CD,o fia AB, come BD,
ovvero AC a CK . Dunque pertue-
bando fara BL a2 BE come CF a CK;
ed in confeguenza componendo LE {ara
a BE, come 'k a CK, o pure come
HK a KI. Qumndil , corforme {ono
eguali le due B E, K I, cos1 faranno
egualt ancora | altre due LE, HK §
e per tanto il quadrato deila L E {ara
eziandio eguale al quadrato della HK.

434. Siccome poi i1l quadrato deila
L E ¢ eguale al rerrangolo delle due
AL, BL infieme col guadrato della
B E; cosi 1l quadrato delia HK , co-
me eguale ai quadrati delle duve GK,
G H , fara eguale al rettangolo delle
duve AK , CK infieme col quadrato
della CH. Onde , eflendo il quadrato
della BE eguale al quadrato della CH,
{ara 1] rettangolo delle due AL, BL
ancora eguale al rettangolo dell’ altre
due AK, CK ; e pertanto CK fara
a BL, come AL ad AK. Ma nella

Tom 111, M ra-
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yagione di AL ad AK fta, cosi AB
a2 CK, come BL ad AC . Dunque ,
facendofi egunali tra di loro le tre ra-
gioni di AB a CK , di CKaBL,
e di BL ad A C , faranno le quattro
AB,CK, BL, AC continnamente
proporzionali .

435. Adungue, per mezzo della ri-
ferita conflruzione ,ritrovan{i due mez-
ze proporzionali tra le due rette date
AB , AC, con adattare nell’ angolo
ICK la KI in modo, che fia eguale
alla. CH , e palli prolungata per lo
punto H.Ma, conforme da Nicomede
determinavafi 1l punto K, per cui dee
tirari la HK , con defcrivere la {na
concoide col polo H , colla direttrice
C 1, e collintervallo della C Hj cosi
da altri antichi Geometri rifolvevafl lo
fieflo problema, a cui riducefli I altro
principale delle due mezze proporzio-
nali , col cerchio, e coll’ iperbole ; ed
ecco come . Sia BAC I'angolo, in cui

ad un’altra data retta , e paffi prolun-
gata per lo punto dato D.

436. Suppofto il problema gia rifo-
luto, fia CE la retta adartata nel da-
to angolc; e tirate le due DB, BH
parallele all’ altre due AC, EC, com-
pifcanfi 1li due parallelogrammi BF ,

BC . Effendo adungue eguali le due
BH,
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BH,EC, il punto H, da cui dipen-
de la foluzione del problema , fara fi-
tuato nella circonferenza del cerchio ,
che defcriveli col centro B, e coll in-
tervallo della retra data EC . Ma lo
fleflo punto ritrovafi ancora nell'ipzrho-
le , che avendo per afintoti le due FC,
FD, paffa per lo punto B, per la
ragione , che effendo CF ad FD, o Da
AB, coma DB a BE , o pure come
FA a CH, il rertangolo deile due
CF , CH ¢ eguale al rettangolo dell’
altre due AF , AB. Dunque , fe de-
ferivafi, cosi quel cerchio, come quefta
iperbole, col loro interfegamento rimane-
rd determinata la pofizione del punto H.

27. Or, conforme la circonferenza
del cerchio interfegafi coll’ iperbole ,
non folo nel punto H, ma altresi neli’
altro A3 cosi ancora di queit'altro pun-
to fi ha bifogno per |’ intera foluzione
del problema, di cui i tratra. In fatt
la retta dee adattarii propriamente tra
le due AB, AC, che contengono l'an-
solo B A C ; ma niente vieta di pro-
lungare queite due dallaltra parte ver-
fo b, e c; onde, ficcome con elle cosi
prolungate formafi I’ altro angolo 6 A«
ecuale al primo BA C , cosi la retta
dovrd adartarfi ancora tra le due Ad,
Ac; e percid, fe ce fia la retta adat-

tata tra di efle, € compilcali il paral-
M 2 lelo-
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lelogsrammo e/, 1 ritrovera il punto
p nella fteffa iperbole , e nella f{tefla
circonferenza di cerchio.

§. XXVIIL
Del problema della trifexione dell'angolo.

438. l)A{Tcremo ora all’altro proble-
ma, in cui trattali, di divi-
dere in tre parti eguali ua dato ango-
lo, o fia un dato arco circolare ; ¢ poi-
ch¢ (1 ha 1l cerchio , a cul apportaﬁ
I"arco dato,baltera ner fa foluzione di
eflo ritrovare un' altra curva , che in-
terfegandofl colia circonterenza di quel
cerchio , determini 1l punto , a cui il
Fig.problema f{i riduce . Sia dato adunque
88. nella circonferenza del cerchio BC D
I arco BC , e fia BE la fua terza
parte . Congiu ngawf le corde BC, BE
CE; ed eflenda I’ arco CE dup o dell
arco BE , fara ' angnolo CBE eziandio
doplo dell anzolo BCE. Quindi , fe
dividai |' angolo CBE in due parti
eguali per la retta BF, che s incontri
colla CE nel punto F, farauno eguali
le due BF, CF ad) i conﬁ:ﬁuﬂnza,
abbaflata fulla BC la pﬂrpendicolare
FG, reltera divifa la BC per meta
nel punto G.
439. Si abbafli orafulla fteffa BC l'al-

tra perpendicolare EH ;e perefleri di-
vifo
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vifo 'angolo CBE in due parti eguali
per la BF, fard BC a BE, comeCF ad
FE ,o pure come CG a GH ;onde, ef-
fendo la BC dupla della CG, fara la
B E fimilmente dupla della GH ; e
pertanto Ji quadrati delle due BH, EH,
come eguali al quadrato della BE, fa-
ranno eguali al quadruplo del quadrato
della GH : dalla quale vguaglianza nen
fard difficile il ricavarne , che fi avra
il punto E, da cui dipende la foluzio-
ne del probiema, fe tagliata dalla BG
la terza parte, che fia G I , defcrivafi
un’iperbole, che abbia per vertice prin-
cipale il punto I, per afle proprio la Cl,
e per parametro il triplo dello {teffo afle.
Per dimoftrarlo, bafta far vedere , che
il quadruplo del quadrato della GH
fia eguale al triplo del rerrangolo delie
due CH,IH,ed al quadrato della BH.

440. Facciafi percid la GK eguale
alla GI, ed il quadruplo del quadrato
della GH , come eguale al guadruplo
del rettangolo delle duve KH , IH ,
ed al quadruplo del guadrato della GI,
fard eguale al duplo del rettangolo del-
Je due CH , IH , al duplo del qua-
drato della TH , ed al quadrato deila
BI. Ma, per effere li quadrati delle
due BI, [ H esuali al duplo del ret-
tangolo delle felfe due BI , I H , ed
al quadrato della BH , dee effere. al-

M 3 tresi
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tresi il quadrato della BT infieme col
duplo del quadrato della I H eguale al
rettangolo delle duve CH, I H , ed al
quadrato della BH. Dun ue fam il
quadruplo del quadrato della GH e-
gnale al triplo del rettangolo delle duz
CH, IH, ed al uadrato della BH .
441. Non édunque da porfl in dub-
bio , che la riferita iparbole debba in-
terfegari colla circonferenza del cerchio
BCD nel punto E ; ma , ficcome la
fteda rperbole mterfemﬁ colla ftefla cir-
conferenza ancora dallaltra parte della
B C nel punto e, cosi per mezzo di
efla £ avril fa trifezione eziandio dell’
altro arco BD C. Ed in fatti, e Be
fia la {fua terza parte , e congiunganfi
le corde Be, Ce; pure fara 1" angolo
CBe duplo dell’ anzolo BCe ; onde ,
fe dividafi | angolo CB ¢ in due parti
eguali per la retra B f, che s incontri
colla Ce nel punto f, pure faranno e-
guali le due Bf Cf; e pertanto, fic-
come abbaffata {ulla B C la perpendi-
colare eh , ancora 1 fa la Be dupla
dalla G A, cosi li quadrati delle due
e b, B b faranno eziandio quadrapli del
quadrato della G 4.
Fig. a42. Per dare dello fteflo problema
8¢. un’ altra foluzione, f1a il cerchio BCK,
e debbafli dividere in tre parti eguali,
cosi I' angolo B A C, fituato nel cen-
tro
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ero del cerchio , come I'arco BC, che
¢ la {ua mifura . Pongafi , che fiano
eguali li tre archi BD, DE,EC,;
e conforme debbono effere eguali an-
cora le loro corde,cosi fe li raggi AD,
AE s incontrino colla BC ne’ punt
F, e G, faranno ifofceli 1i due trian-
goli BDF, CEG ; ed in confeguen-
2a {ard la BF eguale alla BD, e la
la CG eguale alla CE. Ma, tirata la
D H parallela alla EG, che s’incontri
colla ftefa B C nel punto H, fi fanno
eguali ancora le due G H,DE. Dun-
que, dovendo effere la BC infieme col-
la FH egpale al wriplo della BD,
{ard il rettangolo delle due BC, BD
infieme col rettangolo delle due FH, BD
eguale al triplo del quadrato della BD.

443. Or, effendo equiangoli li duz
triangoli ABD , BDF, fara AD a
BD, come BD 4 BF ; e perano 1
guadrato della B D {ard eguale al ret-
tangolo delle due A B, DF, la guale
uguaglianza ci conduce ad una para-
bola . Ma, per effere equiangoli ancora
li due triangoli BDF , DFH , BD
fta a DF, come DF a F H. Dunque,
effendo il rettangolo delle due FH
B D eguale al quadrato della DF, fa-
rd il rettangolo delle due BC, BD
infieme col quadrato della DF eguale
al triplo del quadrato della BD,o0

M 4 purs
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pure al triplo del rettangolo delle due
AB, DF , Ia quale ugunaglianza ci
conducz ad un’altra parabola . Onde ,
fe defcrivanfi queite due parabole, col
loro interfegamento reftera det..rmmata
tanto la BD, quanto la D F .

444. Se poi congiunganfi infieme [e
due riferite uf*uauhanze {ard altresi il
rettangolo delle due BC B D infieme
colli quad,atr delle duc BD DF e-
guale al quadruplo del rertan(’olo delle
due AB, DF. Onde, ficcome queita
terza uouaf’!zanza ci conduce ad un
C"!‘Ch!O, cosi fi potranno determinare
ancora le due BD , DF coll’ interfe-
gamento di quafto cerchio con una dal-
le due parabole. Ed in fatti , fe fcel-
gaﬁ la prima parabola , a eni ¢i con-
duce | uguaglianza tra i1l qnadrato del-
fa BD, ed il rettanc,olo delle duz AB,
DF, ecco come dovrd combinari ton
efla 1] cerchio , che i ha colla terza
uguaglianza , per determinare cosi la
BD, comela DF.

445. Delcrivafi primieramente la pa-
rahola. X PZ , che abbia per aﬁ} la
PQ, e per parametro il ragesio A B
dzl dato cerchio; indi, taOhata dall’afle
P Q la porzione PR 5 che fia egunale
al doppio dello ftetlo raggio , {1 alzi
su di efla la perpendicolare RS eguale
alla meta della corda BC , da cni &

{ofte-
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foltenuto 1" arco , che dee dividerfi in
tre parti eguali ; defcrivali finalmante
col centro S, e coll’ intervallo della
SP il cerchio PM V ,che ¢ interfeghi
coila parahola nel punto M ed ab-
baffata da quefto punto full’ afle della
parabola P Q ['ordinata M N, fara la
MN cenale alla BD, e la PN eguale
alla DF.

445. La dimoftrazione dee ripeter(l
da cid, che artenta la proprietd , cosi
della parabola, come del cerchio, ri-
trovanfi per le due M N, PN le flof-
fe ucnaglianze , che la fuppolta trife-
zione dell’ arco BDC ¢ ha fommi-
nittrate per le due BD , DY ; il che
non potrebbe avvenire , {e non foffe la
M N eguale alla BD,e la PN eaua-
le alla DF. Conforme poi il cerchio,
¢ la parabola interfegan{i dallo f{tello
lato dell’ afle P Q_nell altro punto m,
cost, fe fi abhafli daeffo fullo fteffo affe
I altra ordinata m =z , {1 avranno colle
due mn, Pn le rette confimili per la
trifezione del rimanente arco BK C
del cerchio dato, che ¢ foltenuto dalla
fteffa corda BC.

447. Non vedefi intanto , di che
ufo poffa effere il terzo punto g, In
cui interfegafi il cerchio colla parabola
dall’ altro lato dell’ affe PQ . Ma egli
¢ da rifletteri, che qualora rifolvefl il

3 pra-
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problema colla ricerca della BD, che
foitiene la terza parte dell arco BDC,
fi fa paffaggio ad un’ altro problema ,
il quale fi ¢, di ritrovare una reta ,
cha applicata dal punto B tre volte nel
dato cerchio, giunga finalmente al pun-
to C. Oade, potendo eflere guefta ret-
ta eziandio la corda , che f{oftiene la
terza parte dell’ arco, che fi ha, con
unire alla circonferenza intera I’ arco
BDC; percid la terza ordinata wv,
abbaffata dal punto u full’ afle PQ ,
fervird per determinare queftaltra corda.
448. Ancora il problema della tri-
fezione dell’ angolo pud ridur(i all’altro,
di adattare in un dato angolo una ret-
ta , che fia eguale ad un’ altra rerta
data, e pafli per un dato punto ; ma
prima di dimofitrarlo , fi vuol notare,
che colla divifione di un’ angolo acuto
in tre parti eguali, (i ha ancora quella
dell’ ortufo, che forma due retti infie-
me coll acuto.In fatei, ficcome la rer-
za parte di un’ angolo retto {i ha, con
defcrivere fopra uno de'fuoi lati i1l tri-
angolo equilatero ; cosi col duplo di
effla i avrd la terza parte di due retti.
Onde ,{e dal fuo duplo tolgafi la terza
parte dell’ angolo acato , chiaro fi ¢,
che il refiduo debba effere la terza par-

te dell’ altro ottufo.
449. Eflendo cosi , baftera far ve-
dere,
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dere , come col riferito problema pofla
dividerfi in tre parti eguali qualfifia an-
golo acuto . Sia percid BAC I’ angolo Fig.
acuto, e dal punto B, prefo nel lato di go.
effo AB, fi abbaffi full'altro lato AC
la perpendicolare BC; indi, terminato
il parallelogrammo C D, e pralungato
;1 lato di efflo DB verfo E , adattill
pell'angolo retto CBE la EF 11 mo-
do, che fia eguale al duplo della AB,
e pafli prolungata per lo punta A.lo
dico, che ’angolo CAF fia la terza
parte del propolto angolo acuto BAC.
Per dimoftrarlo , dividafi Ja EF per
metd nel punto G , ¢ congiungafl la
BG.

450. Effendo adunque la EF dupla
della AB, fard ciafcuna delle due EG,
FG eguale alla AB. Ma , per effere
I’ angolo E BF retto , tanto la EG,
quanto la FG ¢ egnale ancora alla BG.
Dungue faranno eguali narimente le due
AB, BG ;e pertanto fara ifolcele ,
cost 1l triangolo ABG , come il trian-
golo BG E. Quindi I angolo BAG ,
come eguale all’ angolo BGA , fara
duplo dell’ angolo BEG , o pure del
fuo eguale C AF 5 ed in confeguenza,
facendofi tutto I angolo B AC triplo
dell’ angolo CAF , fara al contrario
I’ angolo CAF la terza parte del pro-

(to angolo acuto BAC.
P 5 M & §. XXIX,
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§. XXIX.
Del problema della divifione dell angolo

1% data vagione .

451. T L problema della trifezione dell’
angolo indufle gl'antichi Geome-
tri ad efaminarne un’altro pilt generale,
e fi ¢, di dividere un dato angolo in
altri due, che fiano tra di loro in da-
ta ragione ; ma efii fteli conobburo ,
che per la foluzione, almeno vniveriale,
di un tal problema fi abbia bifogno di
una di quelle curve , che da moderni
Geometri chiaman{i meccaniche, o pid
tofto trafcendentali ; onde per rifolver-
lo, fi avvalfero della fpirale d’ Ar-
chimede, la di cui proprieta fi ¢, che
li raggi di efla fiano nella flella ragio-
ne cogl’ archi circolari, a cui corrifpon-
dono , ficcame ricavafi dalla ftefla fua
defcrizione , che ¢ la fesuente .
452. Sia il cerchio BOE | e nel
mentre , che il fuo ragsio AB percorre
eguabilmente la f{ua circonferenza, fi

porti il punto A per turta la lunchez-

za dello {teffo raggio, eziandio cqn mo-
to eguabile. Con ambidue Ji moti ad-
unque f{i deferiverad dal puntof A la cur-
va AMB. E poich¢ nel moto egua-
bile gli fpazj percorfi fono, come li

tem-
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tempi, in cui fi percorrono ; chiaro {i
&, che fe ad un punto di effa M tirina
la AM, che rignardahh come fuo rag-
gio, e diftendafli la flefla AM per fino
a che s incontri colla circonferenza del
cerchio rel runto O,debba eflere AM
ad AB, come ’arco BRO all intera
circonferenza .

4%3. Attenta quefta propricra della
fpirale &’ Archimede, ecco , come per
mezzo di effa pud dividerft ) angolo
BAG, o fia 'arco BR O in data ra-
gione . Defcrivafi col centro A, e coll’
intervailo della AM ["arco M C, che
s incontri col rageio A B nel punto
C : indi dividafi la A C talmenre nel
punto D,che AD fia a CD in guel-
la data ragiore; defcrivafi di poi collo
fteffo centro A, e coll intervallo della
AD !'altro arco DN, che s incontri
colla fpirale vel punto Nj ela AR
tirata per quefto punto dividera mella
ftefla data rasione,cosi l'angolo BAO,
come I'arco BRO; poiche , eflendo BR
a BO, come AN ad AM, o pure
come AD ad AC, fara dividendo BR
ad RO, come ADaCD.

434. Fu dato a quefta curva il no-
me di fpirale per la ragione, che con-
forme la rivoluzione ecgunabile del rag-
gio AB, ed il moto eziandio egunabile

del punto A fullo fteflo raggio, pofio-
no
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no continuarfi all’ infinito; cosi la cur-
va fteffa, a guifa di {pira, fara infiniti
giri intomo al punto A . Colla tan-
gente poi della ftefla curva pud deter-
minarfi altresi la lunghezza di vnarco
circolare BRO. In farti, fe MT fia la
retta , che tocca la curva nel punto
M, e la AT perpendicolare {ulla AM
s’ incontri con efla nel punto T , fard
AM ad AO, come AT all arco
BRO. Per dimoftrarlo, fia Amo un’al-
tra retta, infinitamente vicina alla pri-
ma AMO , e fia ancora mr un ar-
chetto circolare, defcritto col centro A,
e coll’ intervallo della A m.

455. Eflendo adunquz equiangoli li
due triangoli M A T,Mrm, fara AT
ad AM , come mr ad Mr , o pure
in ragion compofta di mr ad ¢O, e
di 0O ad Mr. Ma, per effere li due
fettori Amr, Ao O fimili tra di loro,
mr ta ad 0O, come AM ad AO
e per effere le due Am , AM nella
{tefa ragione cogl’ archi corrifpondenti
Bo, BRO , 0O fta ad Mr , come BO
ad A M. Dunque fara AT ad AM
in ragion compofta di AM ad AO,
e di BRO ad AM, o pure nella fem-
plice ragione di BRO ad AQ; ed in
confeguenza permutando la AT fara
all'arco BR O, come AM ad AO.

436, Pubd dimoftrarfi ancora , che fel
€O
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col cantro A , coll’ intervallo della AM
deferivafi ' arco M C, lo fpazio, che
racchinde la fpirale infieme colla AM, fia
Ja terza parte deil’altro circolare ACM.
Intandafi percid divifo l'arco BR O in
infiniti archetti eguali tra di loro ; e
ficcome colle rette , tirate dal centro
A ai punti delia divifione, rimane di-
vifo lo fpazio della fpirale in infiniti
piccioli fettori fimili tra di loro; cosi,
per effere guefti piccioli fettor , come
li quadsati delli loro raggi, o pure co-
me li quadrati degl’ infiniti numen na-
turali , la loro fomma fara all’ ultimo,
prefo altrettante volte , come 1.2 3 -
Ma colla loro fomma fi ha lo fpazio
della fpirale, e coll'nltimo prefo altret-
tante volte fi ha lo fpazio circolare .
Dungue ancora quefti due {paz; faranno
tra di loro nella ragione di 1 2 3.

457. Avendo quefta dimoitrazicne
luogo da per tutto, fard lo {pazio ,rac-
chinfo dall’ intero primo giro della {pi-
rale , eziandio cguale alla terza parte
del cerchio BOE,in cui {ta comprefo
lo fteflo giro. La fteffa dimoftrazione in-
tanto ha luogo ancora negli fpaz), che dal
principio della fpirale diftendonfi per fino
aglaltri giri,coll’avvertenza bensi, che
conforme colla fomma delli piccioli fetto-
ri fi ha, non folo lo fpazio,che i vuol

definire , ma ciafcuno ancora deglalur
pre-
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precedenti, li quali percido debbonfi to-
gliere da quella fomma; cosi coll ulti-
mo picciolo {ettore , prefo altrettante
volte , i ha non gia il femplice cer-
chio , che racchiude lo fpazio , ma il
fuo moltiplice, difegnato dal lnogo, che
egli occupa .

458. Quindi lo fpazio , chz diften-
defi per fino al fecondo giro , infieme
coll’ altro precedente fara la terza par-
te del duplo del cerchio , cte lo rac-
chiunde. Similmente lo {pazio , che di-
ftcnde(i per fino al terzo giro, inflame
colli due precedenti,fara la terza par-
te del trinlo del cerchio, c?w lo con-
tiene. Per la ftefla ragione lo fpazio,
che diftendefi per fino al quarto giro ,
infieme colli tre precedent farz la
terza parte del quadraplo del’ cerchio,
in cui (ta racchiufo . E cost ancora lo
fpazio, che ditendefi per fino al quin-
to giro , infleme colli quartro prece-
denti, fara la terza parte del quintu-
plo del cerchio, da cui é contenuto.

459. Fflendo adunque li cerchi, come
li quadrati delli nomeri naturali 1, 4,
9, 16, 25,&c., O pure come 3, I2,
27, 4%, 75, &c. , conforme il primo
fpazio fta al cerch1o che lo racchiude,
come I a 3 j €OSI il fecondo {pazio
farad al cerchio , in cut f{ta racchiuflo,

come 7 a 12, il terzo come 19 a 27,
il
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il quarto come 37 a 48,1l gquinto co-
me 61 a 75, e cosi degl’ altri. Onde,
ficcome gli {tefli {pazj fono tra di loro,
come 1, 7, 19, 37,61 &c., €051 VO-
lendofi tener conto delli foli {paz;, che
dalla retta di un giro diftendonfi per fino
alla retta dell’altro giro, che fegue, quefti
{aranno, come 1,6, 12, 18, 24,&c.,
dimodoché conforme il fecondo ¢ feftuplo
del primo, cosi per rapporto al fecon-
do il terzo fara duplo, il quarto rtriplo,
il quinto quadruplo, e cosi degl aluri,
g460. Per la divifione dell'angolo in
data ragione un’ antico Geometra, chia-
mato Dinoltrato , pensd ad un’ altra
curva , a cui peruna proprieta f{uafpe-
ciale diedz 1l nome di quadratrice. Per
intendere , come egli defcriveva quelta
fua curva , e quale fia la fua indole ,
fia il quadrante ABC, e ncl mentre,
che il rageio AB {i aggira egnabilmen-
te perlo fuo perimetro, facciall in mo-
do, che la BD perpendicolare fulla AB
fi porti con moto eguabile, e parallelo
per fino all’ altro raggio A C. Siccome
adunque il raggio , e la perpendicolare
interfeganfl continuamente , cosi con
quefto continuo loro interfegamento fi
avra la fua corva BME , di cui -
guardava come bafe la AE.
461. Quindi la proprietd principale
di quefta curva fi ¢ , che fe per un
punta

Fig.
93+
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punto di effa M ririfi, cosi il raggio
A O, come la M N parallela alla {ua
bafe AE, fia AB a BN, come il pe-
rimetro del quadrante B O C all' arco
B O ; onde, per mezzo di efla, potra
facilmente dividerfi I’ arco BO , o [ia
I’ angolo B AO in data ragione , non
dovendofi fare altra cofa , fe non che
dividere la BN talmente nel punto P,
che BP fia ad NP in quella data ra-
gione ; poiché,fe tirifi la PQ parallela
alla A E , che § incontri colla curva
nel punto Q, e per quefto ponto con-
ducafi il raggio AR, fara BR ad OR,
come BP ad NP ; ed in confeguenza
ancora li due archi BR, OR faranno
in quella ftefla data ragione.

462. Fu dato poi da Dinoftrato 2
quefta curva il nome di quadratrice, per
la ragione, che per mezzo di efla pud
aver(i facilmente la quadrarura del cer-
¢hio , per effere la fua bafe AE terza
proporzionale dppo il perimetro del qua-
drante BOC , ed il raggio AC. In
fatti , fe Cc¢ fla un arco cosi picciolo,
che poffa riguardar{i , come una pic-
ciola retta, perpendicolare ful raggio AC,
e congiunta la Ac, che s'incontri col-
la curva nel punto e, tirili la es pa-
rallela allo fteflo raggio; faranno equi-
angoli li due piccioli triangoli ACc ,
eAa,onde fara Cc ad Aa, come

AC
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AC ad 2¢, o fia AE.Ma, per 'in-
dole della curva, Cc fta ad Az , co-
me il perimetro del quadrante AOC
al raggio A C. Dunque fara il perime-
tro A OC alrazgio A C, colt lofteffo
raggio alla bafe della curva AE.
463 Colla tangente intanto della
ftefa curva pud determinar{i la Junghez-
za di un arco di quel perimetro . Sia Fig,
percid M T la retta, che tocca lacur- 94.
va nel punto M ; ed alzata {uol raggio
A O la perpendicolare MH , tirifi la
T H parallela allo fieflo raggio . A-
dunque , fe Ao fia un’ altro raggio ,
infinitamente vicino al primo AO ,
che s’ incontri colla curva nel punto »,
e colla M H nel punto r, e fiano an-
cora M N,m » parallele alla bafe del-
la corva AE ; fara AO ad AM,
come Oo ad M~». Ma Oo fla ad Mr
in ragion compofta di Oo ad N, di
NnadMm,ed Mmad Mr § ed
in confeguenza in ragion compofta di
COad AN,di AN ad MT, e di
MT ad MH,le quali tre ragioni com-
pongono la femplice ragione di CO ad
MH. Dunque {fara AO ad AM, co-
me CO ad MH; e pertanto la quar-
ta proporzionale dopo le tre AN, AO,
M H f{ard la lunghezza dell'arco CO.
464. Alla ftella carva compete an- Fig.
cora un’ altra propricta , € i ¢, ch{f: 95
e
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fe per un punto dieffa M trifi il rag-
gio A O, e dal punto O f{i abbafh
{ull’ altro raggio AC la perpendicolare
OS; I'arco CO fia alla perpendicola-
re abbaflara OS, come AM ad AE.
In fatti , tirata la M N parallela al
rasgio A C,C O fta ad OS in ragion
compofta di CO ad AN, e di AN
ad OS. Ma CO f{ta ad AN, come
BC ad AB, o pure come ADB ad
AE; ed AN fta ad OS, come AM
ad AO, o fia AB . Dunque CO f{a-
rd ad OS in ragion compofta di A B
ad AE, e di AM ad AB;ed in con-
fesuenza netla femplice ragione di AM
ad AE. Onde, attenta quefta proprie-
rd, niente f{ara pid facile , quanto di
defcrivere fopra una retta data unarco
di cerchio,che fia in data ragione col-
la fteffa retta.

465. Sia percid F G la_retta data,
e defcritta nel quadrante ABC la qua-
dratrice B E, pongafi, che la data ra-
cione fia di AH ad A E . Defcrivali
col centro A , e coll’ intervallo della
AH l'arco HM, che s incontri colla
guadratrice nel punto M ; indi, tirato
per quefto punto il raggio AO, i ab-
bafli full’ altro raggio A C la perpen-
dicolare O S. Facciafi di poi I’ angolo
G FI eguale all’ angolo AOS ; e fe

divifa la ¥ G per metad nel punto K ,
{1 alzt
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fi alzi su di efla la perpendicolare KI,
che s incontri colla F1I nel punto 1T,
fi avra con quefto punto il centro del!l’
arco FLG , che [i dmanda . Per di-
moftrarlo, prolunghifi la I K per fino
a che s incontri coll' arco F L G nel
punto L.

466. Eflendo adunque eguali li due
angoii GFI , AOS , faranno eguali
ancora gl altri due GIL, CAO ;e
per tanto facendofi fimili, tanto li due
ferrori FIL , CA O, quanto li due
triangoli FII& O ‘XS fara FL ad
FK, come CO afi OS. 1\1&, ner eflera
Parco FLG duplo dell’arco FL, e Ia
F G dupla dclla FK, Il arco F L {ta
ad FK, comz I’ arco FLG ad FG.
Dungue ancora | arco FL G, deferitro
fulla retrta dara ¥ G , {ara alia itefla
retta, comz CO ad OS; e pertanto,
effendofi dimoitrato y, che CO [ia ad
OS, comz AM, o0 fia AH ad AE,
fard 'arco F L G alla retta ¥ G fimii-
mente, com2 AH ad AE, ed in con-
feguenza nella data ragione .

467. Por eflere ogn’ arco maggiore
della fua corda, chiaro fi é , che nel
propoito problema la data ragione deb-
ba cflere di maggior dzfuﬁmﬂll'mza :
onde , effendo la AH magsiore delia
AE, 'arco HM de feritto col centro
A, e coll' intervallo della AH, dovra

in-
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incontrarli fenza meno colla quadratri-
ce in un qualche punto M . Se poi la
data ragone faccia, che la A H fia e-
enale al raggio AC ; fara B 1l punto
dell incontro , e fi rifolvera il proble-
ma, con defcrivere un mezz0 cerchio
fulla retta data FG . Ed in fine , le
la ttefla data ragione fia tale, che la
A H facciali maggiore del raggio AC;
in tal caflo, per avere il punto dell'in-
contro, e rifolvere il problema , bilo-
enerd diftendere pil oltre la guadratrice.
468. In fatti ficcome di quefta curva
il vero vertice ¢ il punto E, cos. per
intendere , quale fia I’ intera fua con-
fisurazione , deefi fare incominciare da!l-
la A C, cosi la rivoluzionz egnabile
del rageio , come il moto eguabile ,
e parallelo della retta. In qualta auifa
pure fi deferivera la ftefla curva EVIB;
ma, {2 terminato il cerchio {ecuitino 1l
ranzio. e la retta a muoverll coll (tef-
{+ direzioni, ella non folo {i dittendera
ali infinito verfo X , ma fatta la BF
egaile alla A B, avrd ancora per fun
afintoto la rerta,che tirali per lo pun-
to F parallela alla AC. Anzi, fe pro-
lungata la AF verfo ¥, prendanhi su di
e(la infinite altre porzioni eguali alla
AF, e per gli loro termini tirin{i ret-
te parallele alla A C ; colla continua-

zione degli ftefli moti la medefima cor-
va



PELLE SEZIONI CONICHE. 287
va fara accompagnata da infinite altre
curve diftaccate , di cni ciafcuna avra
per fuor afintoti le duwe parallele, tra
le quali ritrovafi racchinfa.

469. Si vnol perd notare , che la
curva, cosl defcritta, infieme coll’altre
infinite , che I’ accompagnano , ¢ {ol-
tanto la metd della curva intera . In
fatti , dopo che la retta cel fuo moto
eguabile , e parallelo fi fa infinitamen-
te diftante dalla AC , la fuva diftanza
daila A C dee farfi in appreflo pil che
infinita , cioé negativa ; onde , confor-
me dee ella ritornare verfo la AC dal
lato oppolto , cosi con qumefto fuo ri-
torno fi defcriveranno dall’ altro lato
della AC, primieramente altre infinire
curve diftaccate fimili alle prime , ed
indi quella , che fimile alla XCE con-
giungell con efla nel medefimo vertice
E : le quali tutta volta poflono averfi
collo fleffo ordine delle prime, fc la
rivoluzione eguabile del raggio , ed il
moto eguabile, e parallelo della retta
incomincino di nuovo dalla A C gon
direzioni contrarie. /

470. Del rimanente la f{pirale di
Archimede, e la quadratrice di Dino-
{trato rignardanfi come curve meccani-
che , ovvero trafcendentali , in quanto
che fe dalli loro punti fi abbaffino or-
dinate, o fiano rette parallele su di un

altra
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Alera retta data di pofizione , non pud de-
cerminar(i con efattezza il rapporto, che
ferba ciafenna di effe colla corrifpon-
dente porzione dell’ altra retta ;- ficco-
me riefce di determinarlo nellaltre cur-
ve, che ch'amanfi geometrichz. Ondz,
conforme pougonfi a calcolo ambedue
le curve , con rapportare li loro punti
ad aleri, che adefh corrifpondono nel-
la circonferenza di un dato cerchio ;
cosi delle medefime dee farli ulo, qua-
lora trartafi di rifolvere problemi, che
riducon(i alla ricerca d archi circolart,
ficcome appunto ¢ il problema di divi-
dere un daro angolo in data ragione.
471. Quelto tteflo problema intanto
potra rifolverfl con curve ccometriche,
{o mai la data ragione fia di numero
2 numero ; poich¢ in quefto cafo ridu-
cefi il problema alla ricerca di un’ an-
golo, che contenga una data parte ali-
quota dell’ angolo dato ; onde ¢i fom-
cinittra la Geometria il modo, di de-
finire il rapporto tra le due rette, da
cui ricevono li due angoli la loro de-
terminazione, ficcome f{i € veduro nel
problema {peciale della trifezione dell’
angolo . Ma, per dimoftrarlo general-
mente , ia X A Z un’ angolo qualfivo-
clia , e con uma data retta AB for-
infi :ra li fuoi lati li triangoli ifo-
fcli ABC,BCD,CDE, DEF,
EXrG.
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EF G. Attenta adnnque la loro indo-
le, chiaro fi ¢, che dell'angolo X AZ
fia duplo I'angolo CB D, triplo 1" an-
aolo DCE, quadruplo I'angolo EDF,
e guintuplo I"angolo F EG.

472. Or fe fulle bafi degli ftefli
triangoli {i abbaffino le perpendicolart
BH,CI,DK,EL, M, faranno
equiangoli tra di loro gl altri triangoli
ABH , ACI , ADK, AEL, AFM ;
ed in confesnenza per mezzo di eflr
colla fola A B potrd determinarfi il
rapporto , primieramente tra le due AH,
BI, indi tra le due AH, CK, in
appreflo tra le due AE, DL, ¢ fi-
nalmente tra le due AH, EM . On-
de, {e fia dato I’ angolo FEG, e deb-
bafi egli dividere in altri due, che {ia-
no tra di loro , come 2z a 3 ; dovrd
determinarfi I' angolo BAC, che ¢ la
fua quinta parte ; e pertanto, elfendo
noto il rapporto tra le due AH, EM,
fi potrd dalla EM , che determina r
angolo dato FEG , dedurre I' altra
AH, da cui riceve la fua determina-
zione 1’ altro BAC , che deefi ritrovare.

473. Si vuol perd notare, che con-
forme per la determinazione del rap-
porto tra le due A H, EM, debbonf
prima determinare gradatamente gl'aleri
tre precedenti: cosi in ciafcuno di efli
fi anderd fempre pi complicando Ia

Tom 1l N AH.
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AH. Onde fe bene, per dedurre la EM
dalla AH, baftino le fole proporzioni,
che ci fomminiftrano li triangoli equi-
engoli ABH, ACI, ADK, AEL,
A F M ; nientedimeno , per dedurre al
contrario la AH dalla EM, i ha bi-
fogno di curve geometriche, che fiano
d indole pil compofta , cosi della linea
circolare , come della parabola , dell’el-
liffe , e dell iperbole ; ma {piegheremo
in un’ altro trattato, come debbafli giu-
dicare dell’ indole delle curve , e per
qual ragione a quelle , che riguardanfi
come meccaniche , fiafi dato ancora il
nome di curve trafcendentali.

474. Dal problema di dividere un
dato angolo in data ragione , non ¢
molto diverfo I altro , di formare un’
angolo, che fia indata ragione con un’
altro angolo dato ; anzi , fe la data
ragione fia di minor difuguaglianza ,
ancora queft’ altro fi rifolvera con di-
videre il dato angolo in data ragione.
Se poi la data ragione fia di maggior
difuguaglianza, e la medelima non pof-
fa efprimer(i con numeri, fi avra bifo-
gno per rifolverlo di una qualche cur-
va meccanica. Ed in fine , fe con ef-
fere ella di maggior difugnaglianza, fia
altresi di numero a numero, fi rifolverd
il problema con curve geometriche

per ridurfi alla ricerca di un’ al:lgol‘c:.h s
~ che
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che fia parte aliquota, cosi dell’ angolo
dato, come dell altro, che i dimanda.

475. In fatti , fe debbafi formare
un’ angolo, che fia ad un’ altro angolo
dato , come 3 a 2 ; primieramente i
ritrovera un’ angolo, che fia eguale al.
la metd del dato angolo , ed indi col
fuo triplo fi avra I’ angolo ricercato .
E cosi ancora , fe fia propofio di for-
mare un’ angolo , che fia ad un’ altro
angolo dato , come 4 a 3, primiera-
mente dovra ritrovarfi un’ angolo, che
fia eguale alla terza parte del dato an-
golo, edindi col {uo quadruplo fi avra
" angolo , che {i dimanda . Conforme
poi, dopo efferfi ritrovato un’ angolo ,
che fia parte aliquota comune dell’ an-
golo dato, e dell’ altro, clie deeli for-
mare , {i ha bifogno di un fuo molti-
piice ; cosi, fecondo é flato poc’ anzi
avvertito, potrd averfli quefto fuo mol-
tiplice con fole rette proporzional:,

476. Del rimanente col primo di
quefti due problemi potra formarfi un
triangolo ifofcele, in cui ciafcuno degl’
angoli fopra la bafe fia indata ragione
coll’ angolo verticale . Si abbafli percio
la perpendicolare f{ulla bafe del trian-
golo ifofcele ; e fieccome la medelima
divide I’ angolo verticale per meta ,
cosi ciafcuno degl’ angoli fopra la bafe
formerd un retto colla metd dell’ango-
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lo verticale. Ma , effendo data la ra-
gione di ciafcuno diefli coll intero an-
golo verticale , dee effere data altresi
la ragione, che ferbano colla fua me-
t2. Dunque, fe dividafi I’angolo retto
in due angoli, che fiano tra di loro in
quelt altra data ragione, col duple del
minore fi avrd I angolo verticale del
triangolo ifofcele , che deeli formare .
477. Coll altro problema poi {i po-

tagliare un’ arco, che fia eguale allar-
co DE di un’ altro dato cerchio DEF
Siano percid G , ed H li centri delli
due cerchi dati , e facciali nel primo
di effi ABC ' angolo AG B eguale
all’angolo D H E. Saranno adaongue fi-
mili 1i due fettori HDE, GAB; ed
in confegnenza li due archi DE, AB
faranno nella ftefa ragione colli loro
racgi DH, AG. Onde, fe nello fteflo
cerchio ABC formifi I altro angolo
AGC, che fia all’angolo AG B, co-
me DH ad A G ; faranno in queila
ftefa ragione ancora li due archi AG,
AB ; e pertanto I’ arco A C fara e-
guale all’ altro dato DE.

IN-
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